ECT1 - Mathématiques

Analyse — TD n°14 : fonctions logarithme, exponentielle et
puissances

Exercice 1
Simplifier les écritures des nombres suivants :

A=1n(3)+2In(9) ;B =In(7) +In(5) +In(2); C =In(9) +In(4) —In(36) ; D = 2In(3) +3In(2) ;
E=2In(v2+1)+In(-2v2 +3)

Exercice 2
Résoudre les équations etinéquations suivantes :

(E)):In(—3x) =In(x2 —4) ; (I):In(x —2) <In(2x — 1) ; (I3):In (1) > In(x? — 2x);

(I):In(x?>+4x) < In G) ; (E5):In C—:) =In(x—1)—In(x +2); (I4):In(3x2 —x — 2) = In(6x + 4) ;
(E7):%ln(2x) =InB3—x)—Invx+1.

Exercice 3

Faire U'étude compléte de la fonction f:x — %+ In(2x).

Exercice 4

On donne une fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = ax + b + cIn(x), ou a, b et ¢ sont trois réels
fixés. On notera C sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan. Par ailleurs, on sait
que :

- la courbe C passe par le point de coordonnées (1; 1) ;

- la courbe C possede une tangente horizontale d’équation x = 2 ;

- f posséde un maximum global de 21In(2) sur R**.

(1) Déterminer les valeurs de a, b et ¢ puis dresser le tableau complet des variations de f.

(2) La fonction f est-elle concave sur R ? Justifier.

Exercice 5
fx) =x?(1 —In(x))six >0
f©) =0 '

On considére la fonction f définie sur R* par{

(1) Démontrer que f est continue sur R*.
(2) Démontrer que f est dérivable sur R* et déterminer, pour tout réel x de R*, le nombre f'(x).

Exercice 6
On considére la fonction h définie sur R*t par h(x) = x —In (2 + %) On note C sa courbe

représentative dans un repere orthogonal du plan.
(1) Déterminer les limites de hen 0 eten +oo.
(2) Démontrer que C admet une asymptote oblique (d) d’équation y = x — In(2) au voisinage de +co.




Exercice 7 (d’apres ESCP 2013)
On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = In(x) — 2x + 3. On note C sa courbe
représentative dans un repere orthonormé d’unité 2 cm.
(1)
(a) Calculer xli_)r(r)1+ f(x).Que peut-on en déduire sur la courbe C ?
(b) Calculer xl_i)rpoof(x).
(2) Déterminer le nombre f'(x) pour tout réel x strictement positif et en déduire le tableau des
variations de f. On donnera, en particulier, les limites aux bornes ainsi que la valeur de f G) (on
pourra utiliser le faitque In(2) =~ 0,73 4 1072 pres).
(3) Etablir que f est concave sur ]0; oo .
(4)
(a) Déterminer une équation de la tangente J°a C au point d’abscisse 1.
(b) Justifier sans calcul que T est située au-dessus de C sur ]0; +oo] .
(5)
(a) Démontrer que Uéquation (E): f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et § dans
]0; +oo[. On prendra a < f5.
(b) Justifierque 1 < < 2.
(6) Tracer T ainsi que lallure de C (on pourra utiliser le fait que a =~ 0,06 & 1072 prés).

Exercice 8
(1) Faire 'étude compléte de la fonction f: x — f(x) = In(x? + x + 1). (On pourra notamment

résoudre l'équation f(x) =0.)

(2) ) Faire l'étude compléte de la fonction g: x = g(x) = In (25x+1

). (On pourra notamment résoudre

’équation g(x) = 0 et étudier la convexité de g.)

Exercice 9

Simplifier les écritures des nombres suivants :
e2+In(8) 1

A=1InVe5; B =(e2*)3(e™)6;C =In(e™3) +e"® ;D = amw X & E= 3 G

Exercice 10

Résoudre les équations et inéquations suivantes :

(I):e** 1 >3:(I,):e¥ —4e™* <0;(I3):3e* +e* —4>0; (E):In(e*+ 1) —In(e ™ +1) = 1;
(Eg): 2™ = —

eX+2 °

Exercice 11

eX+e ¥

(1) Faire 'étude compléte de la fonction ch: x — (cette fonction est appelée fonction cosinus

hyperbolique).

ex_e—x

(2) Faire ’étude compléte de la fonction sh: x = (cette fonction est appelée fonction sinus
hyperbolique ; U'étude de la fonction 2. sh faisait 'objet d’'un probléme dans le sujet ECRICOME

2011).



Exercice 12

On donne une fonction f définie sur R par f(x) = (ax + b)e®, ou a, b et ¢ sont trois réels fixés. On
notera C sa courbe représentative dans un repere orthonormé du plan. Par ailleurs, on sait que :

- la courbe C coupe 'axe des abscisses en le point d’abscisse —2 ;

- la courbe C coupe 'axe des ordonnées en le point d’ordonnée 2 ;

- la courbe C possede une tangente horizontale au point d’abscisse —1.

(1) Déterminer les valeurs de a, b et ¢ puis déterminer les variations de f.

(2) Etablir que f n’admet aucun minimum, ni local ni global, sur R.

(3) Démontrer que la fonction f obtenue posséde un point d’inflexion dont on déterminera les
coordonnées exactes.

Exercice 13

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x +In(1 + 3e™). On note C sa courbe
représentative dans un repéere orthogonal du plan.

(1) Vérifier que f est continue et dérivable sur R.

(2) Déterminer llm f(x) (on notera a cette limite). Qu’en déduit-on géométriquement ?

(3) Déterminer 11m f(x). Démontrer que C admet un asymptote oblique au voisinage de +oo.

(4) Démontrer que f réalise une bijection de R dans |m; +oo[ et déterminer sa bijection réciproque

f—l
Exercice 14

X%+ =< .
On considére la fonction f définie sur Uintervalle [0; +oo[ par f(x) = { € *Six>0 onpote e
Osix=0
sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.
1) Vérifier que f est dérivable (a droite) en 0. En déduire que f est continue sur R*.

2) Déterminer la droite tangente T a C au point d’abscisse 0.

. . . L. 1-
3) Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) = xTx e x.

5) Etudier les variations de f sur R*.
6) Tracer lallure de la courbe C, son/ses asymptote(s) et la tangente 7.

_ o~~~ —_ o~

)
)
4) Déterminer les éventuelles droites asymptotes a C.
)
)

Exercice 15

Calculer les limites suivantes :
1

. N, : 2. . ez* . . WxIn(x)
(1) xl—l>rPoo(x ln(x) x) > (2) x1—1>r-|poo xe > (3) xl—lgloo 1+x2° (4) ler(?“' > (9) }cl—>0 In |x| > (6) ;—I};l) 1+ ’
. 2 . xIn(x) | 1 N . In(1+x) x?
(7) xl—l>r_noo x7er;(8) xl_l)il’loo e*In(x>)’ > (9) ll»r(r)l*' (1 + xz) e x;(10) }cl—rf(l) x3 > (17) }cl_r>r(1)1 —e*
Exercice 16
Faire ’étude compléte des fonctions suivantes :
fixe xV2
1
gix = x'3
h:x » x*
k:x ~ (In(x))%!
£:x o xIn®

3



Exercice 17
(1) Soitn un nombre entier naturel non nul.

(a) Justifier que la probabilité d’obtenir au moins un six en langant n fois un dé non truqué est
5\" . . L . :
Pn=1-— (E) . (Onintroduira pour cela 'événement S,, : «on obtientun 6 au n°™ lancer ».)
(b) Déterminer le nombre minimal de lancers pour que cette probabilité soit supérieure a 0,99.

2In(2)+2In(5) N .
In(2)+In(3)=In(5) 25,3a0,1pres.)

(Indication :

(2) Soit (u,,) ey Une suite géométrique de raison g = 2 etde 1° terme u, = %
(a) Déterminer le sens de variation et la limite de cette suite.
(b) Déterminer le plus petit entier ny tel que :
Vn € [ngy; +oof,u, = 1000

3In(2)+3 In(5)+In(3) ~ 11,6 3 0,1 pl‘éS.)

In(2)

(Indication :



