ECT1-Mathématiques

Corrigé du Concours Blanc n°1

Probleme 1

Partie A
(1)Ona:
U= ug+2=:x3+2=1+2=3etu = u +2=;x3+2=1+2=3
On conjecture que la suite (u,) ey S€Mble constante égale a 3 a partir du rang 0.
(2) Notons, pourtoutnde N, B, : «u,, = 3 ».
Initialisation
Par définition u, = 3, donc P, est vraie.
Hérédité
Soitn € N (quelconque et fixé). Supposons que B, estvraie. Démontrons que P, ., estvraie.
Ona:

Uiy = gun + 2 (par définition de () nen)

= gx 3+ 2 (caru, = 3 puisque P, est supposée vraie)

=142
=3
Ainsiu, 1, = 3 etP,,, estvraie.
Conclusion
D’apreés le principe de récurrence, B, est vraie pour tout entier naturel n de N, c’est-a-dire :
vneN,u, =3
(3)(a)Ona:

So = Zp=o Uk = Up = 3;
S1=YhooUxk =U+U; =3+3=2X3=6;
ets, =22 _ U =Up+u +u, =3+3+3=3%x3=0.
(b) Soitn e N.Ona:
Sn+1 — Sn = XktoUk — D=0 Uk = Dftmo Uk T Uns1 — Dfp=o Uk = Un4+1 = 3 (qui est indépendant de n)

C’est-a-dire :

Sn+1— Sn =3
Ainsi, la suite (s,) ey €st arithmétique de raison r = 3 et de premier terme s, = 3.
(c) Puisque (s, )nen €starithmétique de raisonr = 3 > 0, alors elle est strictement croissante a partir
durang 0.
(d) La formule explicite pour les suites arithmétiques donne alors :

VneN,s, =sq+nr=3+3n
(e) On obtient alors s19g = 3+ 3 X 100 = 3 + 300 = 303.
(4)(a) Linstruction complétée est :
$=3+3*n

(b) On tape dans la console la commande :

suite_sn(100)

Partie B
(1)(@)Ona:




1 1 1 6 7 1 1 7 7 18 25
U =-uUy+2=-X1+2=-+-=cetu, =-uy +2=-X_-+2=-+—=—
3 3 3 3 3 3 37 3 9 9 9

(b) On conjecture que la suite (u,,),,cy SEMble strictement croissante a partir du rang 0.

7 21 25
(Eneffet, 1 <-=—<—))
3 9 9
(c)Ona:
e o= 1=l 3 ity g =725 214
1 073 T3 T3 2 179 379 9 9
Puisque u; — u, # u, — u4, la suite (u,, ) ey N’est pas arithmétique.
De plus:
2 7 25 25 3 25
u 2 u ry
1_3 7 t_2=_97_=_x___
u 1 3 uy z 9 7 21

Puisque % * Z—Z la suite (u,) ey N'est pas géométrique.
0 1
(2)(a) Notons, pourtoutnde N, Q, : «u, < Uy4q»-
Initialisation
Par définition u, = 1, et d’apres la question (1)(a) u; = g .Ainsiu, < u, et P, estvraie.
Hérédité
Soitn € N (quelconque et fixé). Supposons que B, estvraie. Démontrons que P, ., estvraie.
Onaalorsu, <u,iq-
En multipliant parg > 0, on obtient:
1 1
3Un <ZUn+a
Et en ajoutant 2, il vient :
1 1
gun+2 <§'LLn+1+2
C’est-a-dire, par définition de (u,,)pen :

Upyr < Unyo
Ainsi P, 4 estvraie.
Conclusion
D’apres le principe de récurrence, B, est vraie pour tout entier naturel n de N, c’est-a-dire :
vn e N, u, < u,;q
(b) On en déduit que la suite (u,) ey €St bien strictement croissante a partir du rang 0, comme
conjecturé dans la question (1)(b) précédente.

Partie C
(1)(@)Ona:
3 3 3 3 3 3 37 3 9 9 9
(b) On conjecture que la suite (u,,),,cy S€Mble strictement décroissante a partir du rang 0.
(En effet, 10 = 2 > 22 =28 5 3%
37 3 97 9

(2)(a)Ona:

Vxe]R,(E)<=x=§x+2@2x—§x=2@§x=2@x=2x§@x=3
Donc$ = {3}.
(b) Soitn e N.Ona:

Upp1 = %un + 2 (par définition de (u,))
3= % X 3 + 2 (d'apres la question précédente)

En retranchant membre &8 membre, on obtient :



Unyg =3 =3Uy +2 -3 X3 -2
C’est-a-dire :
1

_(un - 3)

un+1_3=3

C’est-a-dire enfin, par définition de (v,) :
1
Unt1 = 3Vn
Ainsi, la suite (v,),ey €St géométrique de raison g = 56t de premierterme vy =uy; —3=10—3=7.

(c) La formule explicite pour les suites géométriques donne alors :
VnEN,vn=UOXq”=7x(§)n
(d) On en déduit alors, par définition de la suite (v,) :
VneENu, = vy, +3 = 7x(§)n+3
(3) Soitn € N.On a:
s = =75 () 3 (7 () #3) =7 () -7 () =7 () (- )

C’est-a-dire :

Ainsi, la suite (u,) ey €St bien strictement décroissante a partir du rang 0, comme conjecturé dans la
question (1)(b) précédente.
(4)(a) D’apres la question précédente :
VNEN,S, =X oux =Uy+u; +--+u,
1\° 1\1 1\2 1\"
=3+7x(3) +3+7x(3) +3+7x(5) ++3+7x(3)
1\° 1\1 1\2 1\" .

=3+3+3+-4+3+7X ((5) + (5) + (5) + -+ (5) ) (puisque la somme est

commutative et en factorisant par 7)

k
=3n+1)+7xXXE-, G) (puisque la somme compte n + 1 termes)

C’est-a-dire :
nk
YR €N, S, =3(n+ 1)+ 737, (3)
(b) D’aprés la question précédente :

N
VneN,S,=3(m+1) +7%7, (5)
N
1-(3) : 1
=3n+3+7xT(pU|sque§¢1)
3
n+1
=3n+3+7><§x(1—(1) )
2 3
21 3x7 _ 1t

27 7 1
2 2 3

C’est-a-dire :
27 7 1
VvneN, S, =—+3n—-X—;
2 273
(5) Linstruction complétée est:

S=27/2+3*n-(7/2)*(1/3**n)
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Probleme 2

Partie A
(1)(@a)Ona:

B2 = g(az) = g(10) = = x 10> +2 X 10 + 15 = =10 + 20 + 15 = 25
Ainsi le point S, a pour coordonnées (10; 25).
(b) On en déduit que B, = 25, donc que la longueur du dessous de plat satisfait aux exigences
commerciales (puisque £, < 26), étantdonné qu’elle estde 25 cm.

(2)(a)Ona:
— Ly —y2 = L(,2_ 12 10,2 _1,2_ 2 .5
VxE]R,f(x)—ls(x 5) —15(x 1Ox+25)—15x Xt T X S x g
(b) Onen déduitalors :
Vx€R,(E) © f(x)=g(x)
otx2 x4 =124 2x+15
15 3 3 10
otx2+ix2-2x_2x+2-15=0
15 10 3 3
2 3\ , 2 6 5 45
o (t5)+(-5-3)x+5-F =0
1, 8 40
S-x*—-x——=0
6 3 3
C’est-a-dire :
VxER (E) & 1x2—2x -2 =0
6 3 3
(c)Ona:
(a2 8y (_gy_20_16 32 40 _8_ 8 _
6X( 4) 3X( 4) 3_6+3 3 3 3_0
Ainsi x; = —4 est solution de 'équation (E).

(d) La deuxiéme solution x, de (E) vérifie alors la relation x;x, = % .Dou:

40
—4, = & —h, = — X 6 © —4x, = —80 & x, = > = 20
6
Ainsi, la deuxieme solution de (E) estx, = 20.
(e) Puisque x, = d = 20, la largueur du dessous de plat satisfait aux exigences commerciales

(puisque d < 26).

Partie B
(1)(a) Puisque chaque dessous de plat est vendu 8 euros, la recette pour x dessous de plat vendus est
donnée par:
Vx € [0; 100], R(x) = 8x
(b) On en déduitalors :
vx € [0;100], B(x) = R(x) — C(x) = 8x — (5 x% = 12x + 200 ) = —>x? + 20x — 200
C’est-a-dire :
v € [0;100], B(x) = — =x? + 20x — 200
(c) On en déduitalors :
B(0) = x 02 +20 X 0 — 200 = —200
B(100) = —+ x 100% + 20 X 100 — 200 = —
(2)(a)Ona:

10000
4

+ 2000 — 200 = —2500 + 2000 — 200 = =700




’ 2 =2 =20x2=40

B(a) = B(40) = —%x 402 4+ 20 x40 — 200 = —$+ 800 — 200 = —400 + 600 = 200
Deplusa = —% < 0, d’ou le tableau suivant :
X 0 40 100
variations 200

B —200 / —700

(b) D’aprés la question précédente, le bénéfice maximal est réalisé pour 40 dessous de plat fabriqués
etvendus. Ce bénéfice maximal s’éleve a 200 euros.
(3)(a)Ona:

v € [0;100], (1) & B(x) = 100 & —x2 + 20x — 200 = 100 & —~ x? + 20x — 300 > 0

La fonction trindbme du second degré h: x — —ixz + 20x — 300 admet pour discriminant :
A = b? - 4ac = 20* — 4 x (—3) X (=300) = 400 — 300 = 100 = 10% > 0

Elle admet donc deux racines réelles distinctes :

_ —b—VA _ -20-10 _ -

—b+VA - -
=0 =30x2=60etx, =22 200 _ 10

ST C I
De plusa = —% < 0, d’ou le tableau suivant :
X 0 20 60 100
signe de h(x) — 0 + 0 -

Ainsi § = [20;60].
(b) On déduit de la question précédente que 'ébéniste réalise plus de 100 euros de bénéfices pour
une quantité de dessous de plat fabriqués et vendus comprise entre 20 et 60 inclus.
(4) Les quatre instructions complétées sont (dans l'ordre) :
y=(-1/4)*x**2+20*x-200
y=B(x)
if y>=0:
print("Lentreprise n’est pas rentable.")

Probleme 3

Partie A

(1) Puisque x —2 = 0 & x = 2, la fonction f a pour ensemble de définition Dy = R\{2}.
(2)(a)Ona f(0) = % = %, donc le point A a pour coordonnées (O; %)

(b)Ona:

x+1

VxE[R{\{Z},f(x)z0@;=0@x+1=0@x:—1

Donc le point B a pour coordonnées (—1;0).

(3)(a) Raisonnons par 'absurde et supposons a contrario qu’il existe x € R\{2}telque f(x) = —1.
Onaalors %1 = —1, c’est-a-direx + 1 = —(2 — x), c’est-a-dire x + 1 = —2 4+ x. D’ou, en retranchant
x, onobtient1 = —2, ce qui est absurde.

On en déduit alors :
vx € R\{2},f(x) # —1

5




(b)Ona:

VxER\{Z},f(x)+1=g+1=i1+2;x=x+1+2_x=

3
2—x 2—x 2—x 2—-x

C’est-a-dire :
vx € R\{2},f(x) +1 = ;‘Tx

. . 3>0 3 , . , - .
(c) Soitx €]2; 4oo[. Puisque {2 <O alors Py < 0, c’est-a-dire f(x) + 1 < 0, c’est-a-dire enfin
flx) < —1.
Ainsi :

Vx €]2; +oof, f(x) < —1
(d) De méme, avec x €] — oo; 2], puisque{ , alors;—x > 0, c’est-a-dire f(x) + 1 > 0, c’est-a-

dire enfin f(x) > —1.
Ainsi :

2—x>0

Vx €]2; +oo, f(x) > -1
(4) On a le tableau de signes suivant :

X —00 -1 2 + o

signedex + 1 — 0 + | +

signede 2 — x + + 0 -

signe de f(x) - 0 i || -
(5)(a) Soient a et b deux réels de Df. Ona:

_a+l  b+1 _ (a+1)(2-b)-(b+1)(2—-a) _ 2a-ab+2-b—(2b-ab+2—-a) _  3a-3b _  3(a-b)

fla) - f(b) = 2-a  2-b (2—-a)(2-b) B (2-a)(2-b) T (2-a)(2-b)  (2-a)(2-b)

C’est-a-dire :
__ 3(a-b)
f@ =10 = s

(b) Soienta etb deuxréels de Drtelsque a <b <2.0Onaalors :

3>0
a—b<Ocara<b
2—a>0cara <2
2—b>0carb<?2

< 0, c’est-a-dire, d’apres la question précédente, f(a) — f(b) < 0, c’est-a-dire enfin :

f(a) <f(b)
On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur Uintervalle | — oo; 2[.
De méme, aveca etb deuxréelsde Dsrtelsque2 <a < b:
3>0
a—b<O0Ocara<b
2—a<O0cara>?2
2—b<O0carb>2

< 0, c’est-a-dire, encore une fois, f(a) — f(b) < 0, c’est-a-dire enfin :

f(a) <f(b)
On en déduit que la fonction f est également strictement croissante sur Uintervalle ]2; +oo].
(c) Soitx un réel de Uintervalle [4; 10].
Puisque 2 < 4 < x <10, alors f(4) < f(x) < f(10), étant donné que la fonction f est (strictement)
croissante sur Uintervalle ]2; +oo[ d’apreés la question précédente.

Oorf(4) = Moo —getf(IO) =0 —% , donc finalement :

2.4 —2 2-10 -8
vxe[410, -2 < f)< -2

3(a-b)

Ainsi ERTeY

3(a-b)

Ainsi m




Partie B
(1)Ona:
2—-x=0eo2=x
x-1)R2-x)=0ex—1=00u2—-x=0ox=1ou22=x
Ainsi linéquation (1) admet pour valeurs interdites les réels 1 et 2. Elle a donc pour ensemble de
validité V = R\{1; 2}.

0+1 1 99 99
(2)(a) On a d’une part% =5 et d’autre part

—_—— = ——, Orl > —?, donc le nombre 0 n’est
(0-1)(2-0) 2 2 2

pas solution de inéquation (I).

12+1 13 99 9x11 9
= —=—-1,3, etd’autre part = = ——
2-12 -10 e P (12-1)(2-12)  11x(-10) 10

Or —1,3 < —0,9, donc le nombre 12 est solution de l'inéquation (I).
(c) Le nombre 2 ne peut pas étre solution de l'inéquation (1) puisque c’est une valeur interdite pour
cette inéquation !
(3)(a) Les quatre instructions complétées sont (dans Uordre) :
y=(x+1)/(2-x)
y=99/((x-1)*(2-x))
if x==1 or x==2:
if a<=b:
(b) Lorsque lutilisateur entre la valeur 0, le programme affiche :
« Cette valeur n’est pas solution de (l). »
Lorsque lutilisateur entre la valeur 12, le programme affiche :
« Cette valeur est solution de (I). »
Lorsque lutilisateur entre la valeur 2, le programme affiche :
« Cette valeur estinterdite, donc pas solution de (l). »

(b) De méme, on a d’une part =—-0,9.

(4)Ona:
- X+l . 99 o xtl_ 99 (x+1) (x—1)—99
VXERL2L(D S <5 o509 50° "oy S0
C’est-a-dire :
Vx € ]R\{l' 2},(D) e M <0 ﬂ <0 x?-10? <0 (x-10) (x+10) <0
x » £ (x-1)(2-x) — (x-1)(2-%) — -1 (2-2) — D) =

C’est-a-dire enfin :
(x—10) (x+10)

vx € R\{1;2},() &

(x=1)(2—x)
(5) On a le tableau de signes suivant :
X —00 —10 1 2 10 + 00
signede x — 10 — | — — — 0 +
signe de x + 10 - 0 + + + +
signede x — 1 — — 0 + + +
signede 2 — x + + + 0 - -
. x—10)(x+10
signe deﬁ — 0o + — + 0 —

Onendéduitalors § =] —o0; —10] U]1; 2[U [10; +oof .

Partie C
(1) Comme dans la question (1) de la partie A, on obtient V; = Dy = R\{2}.
(2) Remarquons que, pour tout réel 4, 'équation (E;) équivauta f(x) = A, ou f est la fonction de la
partie A. Or, on a démontré dans la question (3)(a) de la partie A que :
vx € R\{2},f(x) # —1



Ainsi ’'ensemble solution §_; de ’équation (E_l):%lc = —1lestvide ! (S_; = Q)
(3) SoitA € R\{—1}.0Ona:

VxE]R\{Z},(EA)@g=A=)x+1 =12-x)ex+1=2l-Ixox+x=21-1
C’est-a-dire :
vx e R\{2},(E)) ©@x(1+1)=21-1ex= %(1+A # 0 puisque 1 # —1)
. . 2A—1
Ainsi, pour 4 € R\{—1}, §; = { . }
(4) Dans la question (2)(b) de la partie A, nous avons résolu 'équation (E,): f (x) = 0 et nous avons

trouvé S, = {—1}, ce qui est bien cohérent avec le résultat précédent (en prenant 1 = 0, puisque
2x0-1
=—1).
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