ECT1-Mathématiques

Corrigé du Concours Blanc n°3

Exercice 1-Etude d’une fonction

Partie A
La fonction trindme du second degré t: x —» —x? + 4x — 2 admet un discriminant A tel que :

A=b?—dac =42 —4x (-1)x(-2) =16 -8 =8 = (2v2)" > 0
Ainsi la fonction t admet deux racines réelles distinctes :
_ -b—VA _ -4-2v2 _ —2(2+V2) _

_-bh+VA a2V 2(2—V2)
170 Ty . 2 2 +V2etx, = 2a  2x(-1) -2 2-v2
De plusa = —1 < 0, d’ou le tableau de signes suivant :
X — 2 -2 2 ++2 +
signe de t(x) — 0 + 0 -
Partie B
(1)
(a)Ona:

x—2=0ex=2
Donc Dy = R\{2}.
(b) Les deux instructions ainsi complétées sont :
«ifx==2:»
«y=(-x**2+2*x-2)/(x-2) »
(c) Ces quatre instructions donnent, a 0,1 pres :
2-V2~06
2+V2~34
f(2-+v2)=~08
f(2+V2)~-48

(d)Ona:
_ —(2+v2)*42(2+v2)-2 _ —(a+avZ+2)+a+2v2-2 224 _ (-2vZ-a)v2 _ —2(v2)’-4v2
f(Z +\/§) - 242 -2 - V2 vz ) 2
C’est-a-dire :

Fe+V2) == =2 =22

2

(2) (a)
- En —oo, on a une forme indéterminée du type «;», tandis qu’ en 400, on a une forme indéterminée
du type « 0o — 00 » au humérateur.
Mais la fonction f étant rationnelle, on a par théoreme :
. . x? .
A, ) = i 5= A )

Or par produit(—1 < 0) lim (—x) = 4w et lirp (=x) = —oo,donc lim f(x) =+ et

X—>—00 X—>+00 X—>— 00
lim f(x) = —oo.
X—+o0
- La fonction u étant polynomiale, elle est continue sur R donc en 2. Ainsi :

lirr%u(x) =u(2)=-22+4+2%x2-2=-4+4-2=-2

xX—
De plus }Ci_r)r%(x —2)=0"et Li_r}%(x — 2) = 0%, ainsi par quotient lim f(x) = +oo etlim f(x) = —co.

x<2 x>2 x<2 x>2
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(b) D’apres la question précedente, la courbe Cr nadmet aucune asymptote horizontale (les limites
aux voisinages des infinis étantinfinies).
(c) D’apres la question (a), la courbe Cr admet la droite (§) d’équation x = 2 pour asymptote verticale.
(8)(a)Ona:

—x2+2x—2 x—2

Ainsi, pour toutréel x :
—x?+2x—2=(x—-2)x(—x)—-2
(b) D’aprés la question précédente, on a:
—x*+2x-2 _ (x=2)x(=0)-2 _ (x=2)x(-x) 2 2

vx € ]R\{Z},f(x) = x—2 x—2 xX—2 x—2 =X E
Ainsi :
vx € R\{2},f(x) = (—x) = —
Or par somme lim (x — 2) = —w et lim (x — 2) = +oo, donc par quotient lim — = lim — = 0,
X—>—00 xX—+00 xX——o00 X—2 xX—+00 X—2
c’est-a-dire lim (f(x) — (—x)) = lim (f(x) — (—x)) = 0.
X——00 X—+ 0
On en déduit que la droite (d) d’équation y = —x est asymptote oblique a Cr aux voisinages de — et
de +oo.

(c) D’apres la question précédente, ona :

Vi € R\{2}, £ () +x = f(x) — (—x) = —
Puisque —2 < 0, le nombre f(x) + x estdu signe contraire de x — 2 sur R\{2}. D’ou le tableau
suivant:

X —00 2 + oo
signede x — 2 - 0 +
signede f(x) + x + I -

On en déduit que Cr est strictement au-dessus de (d) sur Uintervalle | — oo; 2[ et strictement en
dessous de (d) sur lintervalle |2; +oo] .
(4)
(a) Les fonctions u et v sont dérivables sur R car polynomiales. On a alors :
VxeER u'(x)=-2x+2etv'(x)=1
(b) La fonction f étant rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble de définition Dy = R\{2}, avec:

, U @Ov@-u)v'(0) _ (—2x+2)(x-2)—(—x?+2x-2)x1 _ —2x?+4x+2x—4+x%-2x+2 _ —x%+4x—2
C’est-a-dire :
' _ t®
vx € R\(2), f/(0) = 2
(c)Ona:

vx € R\{2},(x —2)2>0carx—2#0
Ainsi le nombre f'(x) estdu signe de t(x) sur R\{2}. D’ou le tableau suivant, d’aprés le résultat de la
partie A:

X —o0 2 -2 2 2++2 + o0
signe de t(x) - 0 + | + 0 -
signe de f'(x) — 0 + + 0 —
variations [t +o0 —2-2V2
de \ /
f —24+ 22 —o0 — 0
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Exercice 2-des tirages dans une boite

(1) (a) On a l’arbre des cas possibles suivant :
R
<
< N
R
<
N
Ainsi Q, = {(R,R); (R,N); (N,R); (N,N)} et card(Q,) = 4.
(b)OnaA, ={(R,N); (N,R)}etB, = {(R,R); (R,N); (N, R)}, donc:
P(AZ) _ card(4Az) _ 2 card(B;) _ 3

1
card(Q5) 4 EetP(Bz) o card(Q5) T4

(c)Ona A, N B, = {(R,N); (N,R)} = A,, donc P(4, N B,) = P(A4,) = %
(d) D’aprés la formule de Poincaré et les deux questions précédentes, on obtient :
1 3

1 3
P(A;UB;) =P(A,) +P(By) = P(4,NBy) = -+ - — - ==

(2) (a) On a l’arbre des cas possibles suivant :

N

<
N,
<z
N<R

Ainsi Qs = {(R,R,R); (R,R,N); (R, N,R); (R,N,N); (N, R,R); (N,R,N); (N,N,R); (N,N, N)} et
card(Q;) = 8.

(b)OnaA; ={(R,R,N); (R,N,R); (R,N,N); (N,R,R);(N,R,N); (N,N,R)} et

B; ={(R,R,R);(R,R,N); (R,N,R);(N,R,R)}, donc:

card(43) _ 6 card(Bs) _ 4 _ 1

3
P(Ag) - card(Q3) T8 ZetP(Bg) - card(Q3) T8 2
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card(AzNB3) 3

(c)OnaA; N B; ={(R,R,N); (R,N,R); (N,R,R)},doncP(A;NB;) =—————= ==,

card (Q3) 8
(d) D’apres la formule de Poincaré et les deux questions précédentes, on obtient :
P(A3; UB;) = P(A3) + P(B;) — P(A3 N B3) = §+§_Z:§

(3) (a) Puisque Q,, = U X U X ...x U = U™, alors card(Q,) = (card(U))n =
(b) On a:

A,: «on obtient des boules d’une seule couleur au cours des n tirages »
Ainsi4,, = {(R,R, ...,R); (N, N, ...,N)}. On en déduit donc :

__ a@) 2 1 1
P(A,) = ZZ:d(Q:) =m= Zn—_letP(An) =1-PA,)=1- pr

Enoutre B, = {(R,R,...,R); (N,R,R,...,R); (R,N,R,R, ...,R); ...; (R,R, ...,R,N,R); (R,R, ..., R,N) },
donc :

card(Bn) 1+n
P( n) card(ﬂn) on
(c)OnaA,nB, ={(N,R,R,..,R); R,N,R,R,...,R); ...;(R,R,...,R,N,R); (R,R, ...,R,N)}, donc :
card(A,NBy) n
P(An n Bn) = card(nﬂn)n = 2n
(d) D’apres la formule de Poincaré et les deux questions précédentes, on obtient :
1+n  n 2M—2+1+n-n  2™-1 1

P(4, UB,) = P(4) + P(B) — P4y NB) =1 — % + 57 - % = _Ze_ g

2n 2n 2n 24

Exercice 3-Etude d’une suite définie par récurrence

Partie A
La fonction trindme du second degré t: x — x? — 5x + 4 admetx; = 1 comme racine évidente (en
effet, 12 —=5x1+4=1-5+4 = —4 + 4 = 0). Sa deuxiéme racine x, vérifie alors la relation

. 4, R .
XX, = % DoulXx, = 7 C est-a-dire x, = 4.De plusa =1 > 0, d’ou le tableau suivant :

X —00 1 4 +
signe de t(x) + 0 — 0 +
Ainsi §; =]1;4].
Partie B
(1)Y(@)Ona:
13
u; = f(ug) = /5uy — 4 = SX?—4—\/13—4—\/§—3
(b)Onauy = 1—53 = % = 2,6 etu; = 3 d’apres la question précédente, donc uy < u; .

Deplus0 <9< 11, donc+v9 < /11, car la fonction racine carrée est strictement croissante sur R*.
Ainsi 3 < /11, c’est-a-dire u; < u, .
Finalement, onabienuy <u; <u,.
(c) Les deux instructions ainsi complétées sont :

«foriinrange(1,n+1): » ou «foriinrange(n): »

«u=sqrt(5*u-4) »

(2) Notons, pourtoutnde N, P, : «u, existe etu,, = 1».
Initialisation

e e . . . 13 :
Par définition de la suite (u, ), u, existe etu, = 1 puisque u, = - = 2,6 . Donc P, est vraie.




Hérédité
Soitn € N quelconque et fixé. Supposons que B, estvraie. Démontrons que P, estvraie.
Puisque P, est supposée vraie, le nombre u,, existe etu,, = 1. En multipliantpar 5 > 0, on a alors
5u, = 5. Puis enretranchant 4, on obtient 5u,, — 4 > 1. La fonction racine carrée étant (strictement)
croissante sur R*, puisque 5u,, — 4 > 1 > 0, ilvient/5u,, — 4 > Vi=1.
Ainsi, le nombre u,,,; = +/5u, — 4 existe etu,,,; = 1. Donc P, est vraie.
Conclusion
D’apres le principe de récurrence, B, est vraie pour toutn de N, c’est-a-dire :
vn € N, u, existeetu,, =1
(3)(@)Ona:

5x—420<:>5x24<:>x2§

(car5 > 0)
Donc Dy = [§;+oo[.
(b)Ona:
Vx € [%: +oof, f(x) = y/v(x), ol v(x) = 5x — 4
Or la fonction v est dérivable sur R, car affine, et strictement positive sur Uintervalle ]g; +oo[, avec:
VxR v'(x)=5

. . . . L. 4
Ainsi, par composition, la fonction f est dérivable sur | E;+00[, avec:

4 , v 5
vx E] 5’ +oo[,f (X) T2 v(x) T 2y5x—4

Or:
5>0
2>0
Vx €]§;+00[,\/5x—4>0car5x—4>0
Ainsi :

Vx €]%;+oof, f1(x) > 0
On en déduit le tableau suivant :

x 4
5 il
signe de f'(x) || +
variations
de /
f 0
(En effet:

f<i): 5X:—4=V4—4=v0=0)

5
(c) Notons, pourtoutnde N, Q,, : «u, <Upyq”.
Initialisation
D’apres la question (1)(b), on a uy < u;. Ainsi Q, estvraie.
Hérédité
Soitn € N quelconque et fixé. Supposons que @,, estvraie. Démontrons que Q,,; estvraie.
Puisque Q,, est supposée vraie, ona u, < u,,; - De plus, d’apres la question (2), u,, = 1. Ainsi :
§ <1l<suy <upyq
Or, d’apres la question précédente, la fonction f est strictement croissante sur Uintervalle [g; +oo],
donc f(u,) < f(un4+1), Cest a-dire, par définition de la suite (Uy,), Up+q < Uy 4z - Ainsi Q4 estvraie.
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Conclusion
D’apres le principe de récurrence, @,, est vraie pour toutn de N, c’est-a-dire :
vneNu, <up4q
On en déduit que la suite (u, ) est strictement croissante a partir du rang 0.
(4)(@a)Ona:
vxeRY,(I,) e f(x) —x>0
S f(x) >x
& V5x —4 >x = 0(carx € RY)

& (m)z > x? (car la fonction carré est strictement croissante sur R*)
& 5x — 4 > x?
©x?-5x+4<0
© x €]1; 4[ (d’apres le résultat de la partie A)
Donc S, =]1;4[.
(b) Soitn € N. D’apres la question (3)(c), on a u,, < u, 44, c’est-a-dire f(u,,) > u,, c’est-a-dire encore
f(u,) — u, > 0.De plus u,, € R*, caru, = 1d’aprés la question (2). Ainsi le nombre u,, est solution
de Uinéquation (I,). On en déduit donc, d’apres la question précédente :
u, €]1;4[
D’ou:
vneN, 1 <u, <4
La suite (u,) estdonc bornée (car minorée par 1 et majorée par 4).
(5) Les trois instructions ainsi complétées sont :
«while u<3.999: »
«nN=n+1 »
«u=sqrt(5*u-4) »

Exercice 4 —classe d’une fonction définie par morceaux

(1)(@)Ona:
x—4=0x=4
Ainsi D,, = R\{4}.
(b) La fonction u étant rationnelle, elle est continue et dérivable sur son ensemble de définition
D, = R\{4}.
De plus:
Vx € R\{4},u(x) = —18 x—,avecw(x) =x — 4

1
w(x)
Ainsi :
1 18
(x-0)2  (x-4)?

Vx € R\{4},u'(x) = —18 x (—W—(")z) — 18 x
(W)
En effet, la fonction w étant affine, elle est dérivable sur R, avec:
VxeRw'(x)=1
(2) (a) La fonction racine carrée est définie et continue sur R*. Par produit et somme, la fonction v est
donc également définie et continue sur D,, = R*.

(b) La fonction racine carrée étant dérivable sur R**, il en va de méme de la fonction v, avec::
st o0 (4) = L — B
Vx € R ,v(x)—4><2\/z+0 =

(3) (a) La fonction u étant continue sur R\ {4}, la fonction f est continue sur | — oo; 1| .
La fonction v étant continue sur R*, la fonction f est continue sur ]1; +oo] .
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De plus:

. . 18 18 . . .
-lim f(x) = limu(x) = u(1) = — — = — — = 6 (car la fonction u est continue en 1 car continue sur
x—1 x—1 1-4 -3
x<1 x<1
R\{4});

-}Ci_r)r%f(x) = Ll_r)q v(x) =v(1) =4vV1+2 =4 X1+ 2= 6(car la fonction v est continue en 1 car
x>1 x>1
continue sur R*);

18
On en déduitdonc que la fonction f est continue en 1, puisque }Ci_r}}f(x) = l{i_r}r%f(x) = f(1).

x<1 x>1
Finalement, la fonction f est bien continue sur R.

(b) D’une part, pour tout réel h de R*~ suffisamment proche de 0, on a:

FAM-F() _ TS _ (-2 g)x o Tlsod 1 Cieehis 1 o 1 26
h - h ~\ h-3 h~ h-3 h h-3 h™ h-3"h h-3
i . . . -6 <
Or par différence Hn%(h — 3) = —3, donc par quotient ;lm})m = 2. C’est-a-dire :
h<0 h<0

. 1+h)—f(1
lim LA _
h—0 h
h<0

On en déduit que la fonction f est dérivable & gauche en 1, avec f; (1) = 2.
D’autre part, pour tout réel h de R** suffisamment proche de 0, ona:

FOAIR-F1) _ avITR+2-6 _ 4VTFh-4 _ 4(VTTR-1) _ a(TT-1)(ViTr+1) _ 4((VIFR)°-12)  4@aen-1)

h h h h h(Vi+th+1) " n(Vi+n+1) = n(Vith+1)
C’est-a-dire :
Fa+h)-f@) _  4h 4
h " h(VI+th+1)  VI+h+1

Or, puisque la fonction racine carrée est continue en 1 (car continue sur R*), on a
limvl+h= V1 = 1. Ainsi par somme }lirr(l)(x/l +h+1) = 2. Cest-a-dire :

h>0 h>0
lim L8W=r@ _ 5
h—0 h
h>0

On en déduit que la fonction f est dérivable a droite en 1, avec f; (1) = 2.
Finalement, puisque f; (1) = f; (1) = 2, lafonction f estdérivable en 1 et f'(1) = 2.
(c) La fonction u étant dérivable sur R\ {4}, la fonction f est dérivable sur ] — oo; 1] .
La fonction v étant dérivable sur R*, la fonction f est dérivable sur |1; +oo] .
De plus, d’apres la question précédente, la fonction f est dérivable en 1.
Donc finalement, la fonction f est dérivable sur R.
(d)Ona f(1) = 6et, d’apres la question (b) précédente, f'(1) = 2. Ainsi:
Ty =f"(D&x-1D+ f(1)
C’est-a-dire :
Ti:y=2(x—-1)+6
C’est-a-dire :
Ti:y=2x+4
(4) D’apres les trois questions précédentes, la fonction f est dérivable sur R, avec:
six €] —oo; 1]

(x—4)2
VXER, f'(x) = 2six =1
2 .
7 Six €]1; +oof
La fonction a: x — (xii)Z étant rationnelle, elle est continue sur son ensemble de définition

7



D, = R\{4} (eneffet, (x —4)2 =0 © x — 4 = 0 © x = 4). Ainsi la fonction f” est continue
sur | —oo; 1J.
La fonction racine carrée étant continue sur R* et ne s’annulant pas sur R**, la fonction b: x — ix est

\/_
continue sur R** . Ainsi la fonction f' est continue sur |1; +oo[.

De plus:

: : 18 18 : : :
- }Cl_r)rif’(x) =lima(x) = a(l) = o= = 2 (car la fonction a est continue en 1 car continue sur
x<1 x<1

R\{4});

- }Ci_r)qf’(x) = lim b(x) =b(1) = % = % = 2 (car la fonction b est continue en 1 car continue sur R**) ;
x>1 x>1

-f'(1) = 2.

On en déduit donc que la fonction f’ est continue en 1, puisque }Cl_r)l} f'(x) = Li_r)r%f’(x) = f'(1).

x<1 x>1
Finalement, la fonction f’ est bien continue sur R, donc f est de classe C* sur R.

(5)

from math import sqrt

def f(x):
if x<=1:
y=-18/(x-4)
else:
y=4*sqrt(x)+2
returny




