ECT1-Mathématiques

Corrigé du Concours Blanc n°4

Exercice 1-probabilités et suite numérique

Partie A
(1) D’aprés ’énoncé, on a :

Po = P(Ao) = 0,6; Py, (A1) = 0,3 et P4;(4;) =0,1
(2) On a l’'arbre pondéré suivant :

(3)Ona:
P(A,NnA;) =P(4,) X Py, (A))=06x0,7=0,42
La probabilité qu’un salarié utilise sa voiture personnelle en 2023 eten 2024 estde 0,42.
(4) Puisque les événements A, et A, forment un systéme complet d’événements, d’apres la formule
des probabilités totales, ona:
p1=P(A) =P(A;NA)+PAyNA) = P(4p) X P, (Ay) + P(4,) x Pz;(A1)
C’est-a-dire (d’apres la question précédente) :
r1=042+04%x0,1=042+0,04 = 0,46
Ainsip; = 0,46.
(5) On a (par définition d’'une probabilité conditionnelle) :
P(A1NAg) __ P(AQ)xPa, (A7)

Par(do) = =™ = 1 paan

C’est-a-dire, d’aprés la question précédente :
0,6x03 _ 018 _ 1
Pr;(4o) = 1-0,46 054 3

Sachant qu’un salarié n’utilise pas sa voiture personnelle en 2024, la probabilité pour qu’il lait
utilisée en 2023 estde %

Partie B
(1) Soit n un entier naturel. On a d’apres ’énoncé :

P(4,) =1-P(Ay) =1—py PE(An+1) =01let PAn(An+1) =03
(2) On a l’'arbre pondéré suivant :

(3) Soit n un entier naturel. Puisque les événements A,, et A,, forment un systéme complet
d’événements, d’apres la formule des probabilités totales, on a :

Pn+1 = P(An+1) = P(An n An+1) + P(A_n n An+1) = P(An) X PAn(An+1) + P(A_n) X PE(Anﬂ)
C’est-a-dire :




1
10

Prs1 = Pn X 0,7 + (1 = p,) X 0,1 = 0,7p, + 0,1 = 0,1p, = 0,6p, + 0,1 = >p,, +

- 3 1
Ainsipp4q = sPn +E'

(4) Les deux instructions incompletes sont :
«foriinrange(1,n+1) :»
«p=3/5*p+1/10 »

Partie C
(1)
(a)Ona:
1
3 1 5 3 1 2 1 = 1.5
VXER(E)®ox—-x=—6©-x—-"x=—6-x=—6x=Hox=—X-Sx ==
5 10 5 5 10 5 10 : 107 2

Donc$ = &}
(b)

. 1
- Soitn € N. Posonsu,, = p, — e Onaalors:

P+t = S X p, + 1—10 (d apres la question (3) de la partie B)
1 3

101, . (o
L= X: + m (d apres la question précédente)

En retranchant membre a membre ces deux inégalités, on obtient :
3

1_3, 31yl 1_3( 1)
Pn+1 = =5 X Pn 5 X T 0T 0 s\Pn Ty

- 3
Ainsiu,,, = S Un -

On en déduit que la suite (u,,),cy €St géométrique de raison g = Eet de premier terme :

U = 1 _pe_l-3_1_12 5 7
0=Po ==Y 4 5 4 20 20 20
- La formule explicite pour les suites geométriques donne alors :

=5 Q)
vneN,u, =uy; Xq 50 X5

D’ou:
n
VnEN,pn=un+%=lx(§) +i
(2)

3 n
(a) On conjecture que lim (—) =0.
n—-+oo
L . . 7 3\, _ . , 7 3\ | 1\ _
(b) On en déduit, par produit, que nl_l)rpm(% X (E) ) = 0. Puis, par somme, nl_lgloo (% X (E) + Z) =

)

1
4

e : 1
c’est-a-dire lim p, =-.
n—-+oo 4

(c) On en déduit que plus les années passent, plus la proportion de personnes utilisant leur voiture
personnelle pour aller au travail va tendre a se rapprocher de 25%.

Exercice 2 -probabilités et calcul matriciel

(1) D’apres l’énoncé, avec n un entier naturel, on a :

1
= 2 4
Uy = (po) = <§>;P(;n (Gn41) = S et P (Gryr) = i

qo




(2) On a l’'arbre pondéré suivant :

(3)
(a) Soitn € N. Puisque les événements G,, et G,, forment un systéme complet d’événements, d’aprés
la formule des probabilités totales, ona:

{pn+1 = P(Gn+1) = P(Gn N Gn+1) + P(G_n N Gn+1) = P(Gn) X PGn(Gn+1) + P(G_n) X PE(GnH)
An+1 = P(Gn+1) = P(Gn n Gn+1) + P(G_n N Gn+1) = P(Gn) X PGn(Gn+1) + P(G_n) X PE(Gn+1)
C’est-a-dire :
2 1
Pn+1 =pnxg+QnXE
3 4
dn+1 :anE'FanE
Ainsi :
2 1
Pn+1 = gpn +§Qn
Vn € N, = P
n+1 = Epn +EQn

(b) Soitn € N. D’aprés la question précédente, on a directement :

(pn+1) - (pn)
dn+1 an

ulwoul N
Uil Ul R

Ainsi :

VREN, Uy, =AXU,, 0uA =

Ul w U | N
ul | s Ul | =

(4) Notons, pour tout entier naturel n, B, : «U,, = AU, ».
Initialisation
On a par convention A° = I,, d’'ou :
AU, = 1L,U, = U,
C’est-a-dire U, = A°U,, donc P, est vraie.
Hérédité
Soitn € N quelconque et fixé. Supposons que B, estvraie. Ona:
U,+1 = AU, (d’apres la question précédente)
= A(A™U,) (car U,, = A"U, puisque B, est supposée vraie)
= (AA™)U, (par associativité du produit matriciel)
- An+1U0
C’est-a-dire :
Upty = A™1U,
Ainsi P, 4 estvraie.
Conclusion
D’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour toutn de N, c’est-a-dire :
vn €N, U, = A"U,



(5)

3 1 3 1
(1 Nyfs+ a)_(1 0)_ {7 T3\f1 o1y_1 o0
(a)onaPQ_(—l 3) .- _(o 1)_12 StOP =11 (_1 3)‘(0 1
4 4 4 4
3 1
1 - 1 o1\ /2 ==
(b)OnademémePDz(1 1)(5 0>= 51 etPDQ = 51 ‘1¥ 14

On remarque que PDQ = A.
(c) Notons, pour tout entier natureln, H,, : « A" = PD"Q ».
Initialisation
On a d’une part par convention A° = D® = [,. D’autre part:
PD°Q = PI,Q = PQ = I, (d’aprés la question (5)(a))

Ainsi A° = PDYQ, donc H, est vraie.
Hérédité
Soitn € N quelconque et fixé. Supposons que H,, estvraie.Ona:
An+1 = AA"

= APD"(Q (car A™ = PD™Q car H,, est supposée vraie)

= PDQPD™Q (car A = PDQ d’apres la question précédente)

= PDI,D™Q (car QP = I, d’apres la question (5)(a))

= PDD™Q

— PDn+1Q
C’est-a-dire :

Antl = PDn+1Q
Donc H, 1 est vraie.
Conclusion
D’apres le principe de récurrence, H,, est vraie pour toutn de N, c’est-a-dire :
vn €N, A" = PD"(Q

1 n
(d) Soitn € N. Puisque D estdiagonale, on a tout d’abord D™ = ((E) 0 > =

0 1"
D’ou:
1n
_(1 (@) 0>= (6 1
PpD" (_1 3)(50 . _(g)n 3
Et ainsi:
o (O A\ (20
-6 Y\ a6 26

C’est-a-dire, d’aprés la question précédente :
3/1\" 1 1/1\" 1
4\5 4 4\5 4

@+ 104
()

(a) Soitn € N. D’apres la question (1), ona U, = (

4 =

NIRN|R

ajlwu N

>. Ainsi, d’aprés la question précédente :

RS



AnUO =

: () _ (%(z@”e)%(—;@"e)

;(—z@>”+z>+;e@”+z>> ) ((<)>(<)> )

1

8
3
8

LORERRE]
3+ 16
4):

C’est-a-dire, d’apres la question (

On en déduit que, pour tout entier naturel n, AN
=30 +3

n n
(b) Puisque lim (é) = 0, on en déduit par produit que lirP (i ( ) ) = lim (——x ( ) ) =0.
n—->+oco

n—+oo n—-+oo
i _1 i _3
D’ou, par somme, nl_IHIm pn = et n]_l)l_‘ll_loo In =
On en déduit que plus Claude joue un grand nombre de parties, plus la probabilité qu’il gagne tend a

se rapprocher de i (etdonc la probabilité qu’il perde tend a se rapprocher de Z).

Exercice 3-une étude de fonction

Partie A

(1)

Clest-a-dire g (%) =-=-1
(b)Demémeg(—\%)z7(—%)3—3x(—ﬁ)—1——7X(W)ZX%+%—1,c’est-é-dire

2\? 22 _ 4
- - - 2
(c)Ona {(\/7) (\/7)2 7 Or— <1,dou 0< (\/_) < 12. Ainsi, par stricte croissance de la fonction
12 =1
|i|<|1| ‘est-a-dire — < 1 (pui 2 et1
NG , Cest-a-dire ~ (punsqueﬁe
. .2 , L 1
sont deux nombres positifs). Ainsi 7 1 < 0, c’est-a-dire g (—\/—7) < 0.
(2) On a une forme indéterminée du type « 0 — oo ». Mais puisque g est polynomiale, on a par
théoreme hm gx) = 11m 7x3. Or hYP x3 = 400, donc, par produit (7 > 0), lirp g(x) = +oo.
X—>+00 (o]
(3)
(a) La fonction g étant polynomiale, elle est dérivable sur R, avec:

2
1 _ 2 _ 9 _ 2 _ 9 _ 2 _3) _ 2 _ 1) _ 2_ | 1
VX €R, g'(x) =7 x3x? =3 =21x* -3 =21 (x* - 2) = 21 (x 7)—21<x (\ﬁ))

1_ V1 _1 o
Or ;—ﬁ—ﬁ,dou.

2
racine carrée sur R*, ilvient (ﬁ) < V12, c’est-a-dire

' — _ L 1
Vx € R, g (x) —21(x ﬁ)(x+ﬁ)
(b) Puisque 21 > 0, la forme factorisée, de la fonction trinbme du second degré g’, établie dans la
question précédente donne le tableau suivant:




1 1 N
X —00 - — a 00
V7 V7
signe de g'(x) + 0 - 0 +
o o Z
variations —-1 e
V7
de / ’ \ 2 /
g R
(4)
(a)
- D’aprés la question précédente, sur Uintervalle | — ,\/_] la fonction g admet le maximum de T -1
atteinten -1 . Ainsi, puisque le nombre Z_ 1 est strictement négatif (d’apres la question (1)(c)), la

V7 V7
fonction g ne s’annule pas sur cetintervalle.

- Sur Uintervalle [\%; +oo[, la fonction g est continue, car polynomiale, et strictement croissante
(d’apres la question précédente). Ainsi, d’aprés le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection
7 +oo[ sur Uintervalle g([ oo[) = [_T_ 1;,+[).0r0 € [—T 1; +oo[ (puisque

2
le nombre v An 1 est strictement negatlf), donc 0 admet un unique antécédent a par g dans

Uintervalle [%; +o0].

de lintervalle [

- Finalement, Uéquation (E): g(x) = 0 admet une unique solution « dans R, avec a € [%; +o0[.

7 1 1 . 12 12 .. . . . .
. Or; < " dou 0 < (ﬁ) < (E) . Ainsi, par stricte croissance de la fonction

2 2
. . P 1 1) et A i |1| |1| NPT S 1 1
racine carrée sur R ,|lV|ent\[(—ﬁ) < \/(2 , C’est-a-dire NG < 5 , C’est-a-dire = < 2(pws.que 7 et2

sont deux nombres positifs).
-Deplusg(1)=7x13-3x1-1=7-3-1=3

3 —12—
etg(l)z 7><(1) —3x1—1=7><1—3—1 ===,
- Ainsi, puisque — — <0< 3,ona g( ) < g(a) < g(1). Or, la fonction g est strictement croissante

sur lintervalle I = [ +oo[ (d’aprés la question (3)(b))). De plus :

ﬁ;
( % € I (d apres le premier point)
a el (d'aprés la question précédente)

. 1 1
l1el (pwsqueﬁ < > < 1)

A|nS| <a<l.
3a+1

(c) Pwsque g(a) =0,ona7a® —3a — 1 =0, c’est-a-dire 7a® = 3a + 1, c’est-a-dire a® =

(5) D’apres les questions (3)(b) et (4)(a), on obtient le tableau de signes de la fonction g sur R suivant:

X —00 a + oo
signe de g(x) = 0 S
Partie B

(1) Pour lim (x3 —x — 1), on a une forme indéterminée du type « 0 — oo », Mais puisque la fonction

v:x — x3 —x — 1 est polynomiale, on a par théoréme lim v(x) = lim x3 = +oo,

X—+00 X—+00

De plus lim +/x = +o0, donc par produit 11m f(x) = +o0.

X—+ 00

6



(2)

(@)Ona f(a) = Va(a® — a — 1). Or, d’aprés la question (4)(c) de la partie A, a® = 3“7—“ .Ainsi:
f(af)Z\/E(3a7+1—0l— 1) =\/E><3a+1 -7a— 7_ \/— —4a—6

C’est-a-dire f(a) = —\/Ew;s

(b) Puisque, d’apres le résultat de la question (4)(b) de la partie A, 0 < % < a < 1,onad’une part, par

. . . . , 1 s .1
stricte croissance de la fonction racine carrée sur RY, \E < +a <1, c’est-a-dire %< Ja<1.

D’autre part, en multipliantpar4 > 0,ona 2 < 4a < 4. Puis, en ajoutant 6, on obtient
8 <4a + 6 < 10. Etendivisantpar7 >0, |lV|ent < daxe <2
En multipliant ces deux inégalités membre a membre (ce qui est licite, étant donné que tous les

nombres mis en jeu sont positifs), on obtlentT < \/—4a+6 < g .

Finalement, en multipliant par —1 < 0, |lV|ent—T > \/_4a+6

> — %, c’est-a-dire, d’apres la
question précédente :
— < fl@) < -7
(3)
(a) La fonction racine carré u est dérivable sur R**, avec:

=+ 0 (x) = ——
Vx € R ,u(x)—zﬁ

La fonction polynomiale v est dérivable sur R, avec:
VxeER,v'(x)=3x%2-1
Ainsi, la fonction f = uv estdérivable sur R**, avec:

Vx € R*+,f'(X) = u' ()v(x) + u(x)v'(x) = % (X3 —x—1+ \/}(33(2 -1 = x32_\/x§_1 + 2(\/5)2\(/3;_:52_1)

C’est-a-dire :
x3—x-1+2x(3x2 —1) w3 -x-1+6x3-2x _ 7x3-3x-1

2Vx 2Vx T 2%

Vx € R*, f'(x) =
C’est-a-dire enfin :

* 4 g(x)
Vx € R, f'(x) = P

(b) Puisque, pour tout réel x strictement positif, 2v/x > 0 (puisque 2 > 0 et que la fonction racine
carrée est strictement positive sur R**), le nombre f'(x) est du signe de g (x) sur R**.

La question (5) de la partie A donne alors le tableau suivant (¢ > 0 d’aprés la question (4)(a) de la
partie A) :

X 0 a + o0
signe de f'(x) | - 0 +
variations 0 +o0
de \ P /
f Sl

(En effet, f(0) =/0(03 —0—-1) =0x (-=1) =0.)
(4)

(a)Soith € R**.Ona:
fO+n-f0) _ f(hh) (car £(0) = 0)

h
_ VR(h3®-n-1)
- h
_ VRxh3—JRxh-vh
h




_ VRxh®  VExh R

h h h
N
=vVhx h? —vh -
(vR)*
Ainsi :
*+ f(0+h)_f(0) _ 2 _ . i
VheR™*,————=vVhxh*—+h -
(b) La fonction racine carrée étant continue en 0 (car continue sur R*) et positive sur R*, ona:
lim vh =07
h—0t

On en déduit d’une part par produit que f}irggr Vh x h? = 0, puis par différence
1

= +00. On en déduit alors par différence

hlir(r)1+(\/ﬁ x h%? —+/h) = 0. Et d’autre part, par inverse, hlir(1;1+
. flo+h)=f(0) _

e

(c) D’apres la question précédente, la courbe Cr admet au point O d’abscisse 0 une tangente verticale

qui est ’axe des ordonnées.

(5) Voici une allure possible pour la courbe Cr :

157

Exercice4-unjeude dés

(1) Remarquons que, puisque Q = [1;6]?, card(Q) = (card([[l; 6]]))2 = 6% = 36.
(@)OnaC ={(1;4),(4;1),(2; 3),(3; 2)}, ainsi, puisque l'on est en situation d’équiprobabilité (les deux
dés étant parfaitement équilibrés), P désignant la probabilité uniforme, on a :

P(C) __card(C) _ 4 1

card(Q) ~ 36 9
(b) Enoutre S = {(1;6),(6;1),(2;5), (5;2),(3;4),(4;3)}, onadoncde méme :
__ card(S) _6 _1
P(S) - card(Q) T 36 6
(c)OnaAd=CnNS=CUS (dapres les lois de Morgan), ainsi :
P(A) =P(CUYS)

=1-P(CUS)

=1- (P(C) + P(S)) (car C et S sontincompatibles)
1 1

=1-5-%




C’est-a-dire P(4) = % .

(2) Puisque 1—2 #1,ona:

13 =—13 13 = 5

1—— —_— —_

() L)) B ey
C’est-a-dire : " o ”

i) =50-G))
3)

(a)OnaGs =CLU (A1 NCy) U (AL N A, NC(C3),ainsi, puisque les événements C;,4; N C, et
A, N A, N C3 sontdeux a deux incompatibles, ilvient:
P(Gs) = P(C;)+P(A;NnCy)+P(A;NA,NCs)
Et puisque les événements A, A,, €4, C, et (3 sont mutuellementindépendants, on obtient :
P(Gs) = P(Cy) + P(A)P(C2) + P(A1)P(A,)P(C3)
OrP(C,) = P(C,) = P(C3) = P(C) = %et P(4,) = P(A4,) = P(4) = i—z donc:
P(Gs) =+ ox-+=x=x1t
9 18 9 18 18 9
C’est-a-dire :
1 13 [(13\?
P(Gs) = ;(1 +24+(2) )

La question précédente donne alors :

3 3
PG =x g x(1- (1)) =2(1- ()
(b) De méme, G; = S; U (A; N S,) U (A1 N4, NS3), ainsi, puisque les événements S;,4; N S, et
A; N A, N S; sontdeux a deux incompatibles, ilvient :
P(G;) =P(S)+PA;nS,)+P(A NnA,NS5)
Et puisque les événements A4, 4,,51,5, et S3 sont mutuellement indépendants, on obtient :
P(G7) = P(S1) + P(A1)P(S2) + P(A1)P(A,)P(S3)
Or P(Sy) = P(S;) = P(S;) = P(S) = etP(4;) = P(A;) = P(4) =, donc:
13 1

1 13 1 13
P(G;))=-+—=X-4+—X—=X-=-
6 18 6 18 18 6

P(G,) = %(1 +=+ (1—2)2)

La question précédente donne alors :
1_ 18 133 3 13\3
P(Gr) = g% 5 X (1—(5) )—5(1‘(5) )
(c) Puisque G = G5 U G, et que les deux événements G5 et G; sontincompatibles, on obtient alors
d’aprés les deux questions précédentes :

P(6) = P(Gs UG = PGs) + PG =2 (1- (2) ) +2(1-(B) ) =2(2 - (&)

18 18 5 18

C’est-a-dire :

C’est-a-dire P(G) =1 — (3)3.
(4)
(a)Ona:
G=ANA,NA;
(b) Ainsi :
P(G)=1-P(G)
=1-P(A;NA, N A3)



=1—P(A;)P(A,)P(A;) (car les événements A,, A, et A; sont mutuellement indépendants)
13 13 13 13
=1 —EXEXE(CarP(Al) :P(AZ) = P(A3) = E)

1o (2

3
C’est-a-dire P(G) =1 — (E) , Ce qui est cohérent avec le résultat de la question (3)(c).

Bareme

Exercice 1
A-(1) 0,75
A-(2) 2,00
A-(3) 1,25
A-(4) 2,00
A-(5) 1,75
B-(1) 0,75
B-(2) 2,00
B-(3) 2,00
B-(4) 1,00
C-(1)(a) 1,50
C-(1)(b) 3,50
C-(2)(a) 0,50
C-(2)(b) 1,00
C-(2)(c) 1,00
total: 21,00

Exercice 2
(1) 1,00
(2) 2,00
(3)(a) 2,00
(3)(b) 1,00
(4) 3,00
(5)(a) 2,00
(5)(b) 3,00
(5)(c) 4,00
(5)(d) 3,00
(6)(a) 3,00
(6)(b) 2,00
total: 26,00

Exercice 3
A-(1)(a) 1,00
A-(1)(b) 1,00
A-(1)(c) 2,00
A-(2) 1,50
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A-(3)(a) 2,00
A-(3)(b) 2,50
A-(4)(a) 3,25
A-(4)(b) 4,25
A-(4)(c) 1,00
A-(5) 1,00
B-(1) 1,50
B-(2)(a) 1,00
B-(2)(b) 2,00
B-(3)(a) 2,50
B-(3)(b) 3,00
B-(4)(a) 1,50
B-(4)(b) 2,00
B-(4)(c) 1,00
B-(5) 1,00
total: 35,00
Exercice 4

(1)(a) 2,00
(1)(b) 1,50
(1)(c) 2,00
(2) 1,50
(3)(a) 3,50
(3)(b) 3,50
(3)(c) 2,00
(4)(a) 0,50
(4)(b) 1,50
total: 18,00

| total (4 exos): | 100,00 |
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