Devoir a la maison pour les vacances d’été de mathématiques de ECT1

Cette feuille contient des exercices qu'’il est important de bien maitriser avant d’aborder la deuxieéme année.
Des exercices similaires ont été traités tout au long de la premiére année et pourront donc vous aider a les
résoudre. Si toutefois vous rencontrez une difficulté (ou plusieurs) dans la résolution d’'une question, n’hési-
tez pas a m'envoyer un mail (helene.laneryQac-normandie.fr). Vous serez interrogés sur une partie des
questions posées dans ce devoir lors du premiere devoir de mathématiques.

Bonnes vacances et bon courage

Exercice 1 :
Soit f la fonction définie sur R par

VxeR, f(x)= .
@) 1+e*

Admettons que f est deux fois dérivable sur R.

Partie 1

1. (a) Déterminer la limite de f en —oco. La courbe représentative de f admet-elle une asymp-
tote en —oo? Si oui, donner son équation.

(b) Déterminer la limite de f en +oo. La courbe représentative de f admet-elle une asymp-
tote en +o0? Si oui, donner son équation.

2. (a) Calculer la dérivée de f et déterminer le signe de f’.
(b) Dresser le tableau de variation de f en faisant apparaitre les limites et la valeur de f(0).

(c) Quelle est la position de la courbe représentative de f par rapport a la droite d’équation
y=4?

(d) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse x = 0.
3. (a) Montrer que la dérivée seconde de f est donnée par :

4e*(e*-1)

" _
VxeR, f(x)= TSR

(b) Endéduire que f posséde un unique point d’inflexion et préciser un intervalle sur lequel
f est convexe et un intervalle sur lequel f est concave.

(c) Déterminer alors la position relative de la courbe représentative de f avec sa tangente au
point d’abscisse x = 0.

4. Tracer I'allure de la courbe représentative de f, les asymptotes et la tangente au point d’abs-
cisse 0.

5. (a) Montrer que:
4e™*

l+e*

(b) Déterminer la primitive de f sur R qui s’annule en 0.

VxeR, f(x)=

Partie 2

4
6. Soit g la fonction définie sur ]0,4[ par g(y) =1n (— - 1) pour tout réel y de ]0,4[.
y

(@) Justifier que f réalise une bijection de R dans ]0,4].
(b) i. Pour tout y €]0,4], calculer f(g(y)).

ii. Quereprésente la fonction g pour la fonction f?
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(c) Déterminer les réels x tels que 0.05 < f(x) <2

7. Un fabriquant de rampes de skatepark veut lancer un prototype de rampe. Ainsi il crée une
rampe de skatepark dont le profil, c’est-a-dire la forme de la pente, est la courbe de la fonc-
tion f. Lalargeur de la rampe est 1 metre.

Ce fabriquant souhaite que la hauteur maximale de cette rampe soit 2 metres et que la hau-
teur minimale soit 5 centimetres.

(a) Démontrer que la longueur sur le sol de la rampe vaut In(79) meétres.

(b) Larampe est concue par un moulage en béton et prévoit une pente d'un metre de large
si bien que le volume total de béton prévu est donné par l'aire de la surface du profil
(surface grisée).

dessus de la rampe

courbe de la fonction f —

7

FIGURE 1 — Rampe de skatepark

moulage en béton

Déterminer le volume de béton a prévoir pour construire la rampe.

Partie 3

8. Soit
R — R
h: X 0 si x<0
fx) si x=0

X
Calculer I(x) = f f (1) dt et montrer que xlirP I(x) existe et calculer sa valeur.
0 —T00

Exercice 2 :

u; €[0,1]
Considérons la suite (u + définie par 5 1
(Un) nen p VR EN, Uiy = —1y+~.
12 3
1. Compléter la fonction en langage Python suivante, qui prend en entrée un entier naturel non
nul n et un réel uide [0, 1] correspondant au terme initial u; de la suite, et renvoie le terme

u”.

1 [import numpy as np

s |def suite(n,ul):

u=ul
5 for k in (...):
u=...
7 return (u)

5 1
2. (a) Résoudre, pour x € R, I'équation x = " + —. Notons ¢ sa solution.

2/g
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(b) Définissons la suite (wy) =1 par VR e N*, wy, = u, —¥¢.
Démontrer que la suite (wy,)>1 est géométrique.

(c) Donner I'expression du terme général de (w,,),>1 en fonction de n et de w;.

(d) En déduire celle du terme général de (u,),>1 en fonction de n et de u;.

Exercice 3 : Nous considérons la suite (i) ,en+ définie par :

2 ¢ VneN n+1
uy=-— e n , U =
1 3 n+1 3n

un.

1. (a) Calculer u; et us.
Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

(b) Compléter la fonction Python ci-dessous qui prend en entrée la valeur n et renvoie la
valeur de u;,.

1 |def suite (n):
u= 2/3
3 for k in (1,n):
U= ...oououn.
5 return u

2. Montrer par récurrence que,
vneN*, u, >0.
3. (a) Etudier le sens de variation de la suite (u,,) sen.

(b) En déduire que la suite (u,),en €st convergente vers un réel £ que nous ne demandons
pas de calculer ici.

4. Le script Python ci-dessus introduit les variables z et y.

1 |[import matplotlib . pyplot as plt
import numpy as np

s |{n=20

x=[k for k in (1,n +1)]

s |[y=[ suite (k) for k in x]

z=np. cumsum (y)

7 |plt. plot (x,z,'0")

plt. show ()

Apres I'exécution de ce script, le graphique suivant apparait :

1.6 «
.....O..........
1.4 + ¢

1.2 1

0.8 T

25 5 75 10 125 15 17.5 20
(a) Expliquer le role des variables y et z.

n
(b) Que peut-on conjecturer a propos de la suite (S;) ,en+ avec Sy, Z Up?

k=1
3/
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Un
5. Posons pour tout n € N* w,=—
n

(@) Montrer que la suite (wy) ,en+ €st géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.

(b) En déduire pour tout entier n non nul, I'expression de w,, en fonction de n.
n
(c) Vérifier que la suite (T},) ,en+ définie par Ty, Z w, converge et déterminer sa limite.
k=1
Exercice 4 : Soit f la fonction définie par f(x) =In(1 +e*)
Notons ¢ sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1. Justifier que 'ensemble de définition de f estR.

Admettons que f est continue et dérivable sur R.
X

2. Vérifier que VxeR, f'(x) = Tror
En déduire la monotonie de f sur R.

3. Calculer la limite de f en —oo.
¢r admet-elle une asymptote? Si oui, donner I'équation de cette asymptote.

4. (a) Déterminer lalimite de f en +oo.
(b) Démontrer que Vx€R, f(x) = x+In(1+e™%).
(c) En déduire que la droite (¥) d’équation y = x est asymptote a la courbe ¢ en +oo.
(d) Etudier le signe de f(x) — x pour tout réel x, et en déduire la position relative de (2) par
rapporta ¢y.
5. Déterminer I'équation de la tangente (%) a ¢ au point d’abscisse 0.
(a) Dresser le tableau de variations de f en précisant les limites aux bornes et la valeur en 0.
7. Tracer dans un méme repere l'allure de la courbe €%, les droites (Z) et (%).
Admettons qu'une valeur approchée deln(2) est 0.69.
Exercice 5 :

Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe a chacun de ses clients un panier de
produits frais qui contient une seule bouteille de jus de fruits. Dans un esprit de développement
durable, il fait le choix de bouteilles en verre incassable et demande a ce que chaque semaine, le
client rapporte sa bouteille vide.

Supposons que le nombre de clients de I'agriculteur reste constant.
Une étude statistique réalisée donne les résultats suivants :
— alissue de la premiere semaine, la probabilité qu’'un client rapporte la bouteille de son pa-
nier est 0.9;

— sileclient arapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il ramene
la bouteille du panier la semaine suivante est 0.95;

— sile client n’a pas rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il
ramene la bouteille du panier la semaine suivante est 0.2.

Choisissons au hasard un client parmi la clientele de I'agriculteur. Pour tout entier naturel 7 non
nul, notons R, I'’événement «le client rapporte la bouteille de son panier de la n-iéme semaine ».

Pour tout entier naturel n» non nul, notons r, la probabilité que le client rapporte la bouteille du
panier de la n-ieme semaine. Nous avons alors 7, = P(R;).

1. Montrer que 1,41 =0,75r,+0,2
2. Déterminer ¢ telles que ¢ =0,75¢ +0,2

3. Soitla suite (wy) nen+ définie par w, = r,, — €. Montrer que la suite (w) ,en+ €st géométrique.
Vous donnerez la raison et le premier terme.

4. Donner la forme explicite de w;, en fonction de n € N*.

+/f)
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5. Donner la forme explicite de r;, en fonction de n € N*.
6. Donner lalimite de la suite (7) en*
Exercice 6 :

Considérons la fonction f définie, pour tout x, par f(x) =

1+ex+x.

Appelons % sa courbe représentative dans un repere orthonormée (0;1,j) d'unité 2 cm.

1.

(a)

(b)

(©

(a)
(b)
(a)

(b)
(c)
(d)
(a)

(b)
(©

10

Calculer la dérivée [’ de f.
e*(e*-1)

(1+e%)3 "
Etudier la convexité de f. Vérifier que la courbe %y admet un point d’inflexion et préciser
ses coordonnées.

Calculer de méme la dérivée f" de f. Vérifier que f"(x) =

3

Déterminer le sens de variation de f’. Vérifier que f'(0) = i En déduire que f est stric-
tement croissante sur R.
Rappeler lim e*et lim e”.Calculer lim f(x)et lim f(x).

X—+00 X——00 X—+00 X—+00
Dresser le tableau de variations de f eny faisant figurer les limites calculées en 2.a).
Calculer liIP (f(x) — x). En déduire que la droite (¥) d’équation y = x est asymptote a

X—+00
€r en +oo.

Justifier de méme que la droite (2') d’équation y = x + 1 est asymptote a 6y en —oo.

Notons A le point de coordonnées (0, %) Déterminer une équation de la tangente (.7)
a ¢ au point A.

Tracer sur une méme figure les droites (2), (2') et (.7) ainsi que I'allure de la courbe %’ b
Montrer que I'’équation f(x) = 0 d'inconnue x € R admet une unique solution a.
Justifierque -1<a <0

Recopier et compléter le programme Python suivant afin qu’il affiche une valeur appro-
chée de a 2 1073 pres par dichotomie.

def dichotomie ():
a=-1
b=0
while .....:
c=(a+b)/2
if f(c)=f(a)<0
b=...
else

return (...)
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Corrigé du devoir d’été de mathématiques ECT1-ECT2

Corrigé de I'exercice 1 :
Cet exercice est tiré du sujet de concours ECRICOM 2024
Partie 1

1. (a) Jesaisque lim e* =0.Ainsi par opérations sur les limites,
X——00

4

4
lim f(x)= lim =——=|4|
x—*—oof( ) x—-col+e* 140

Comme la limite est finie, la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale

d’équation au voisinage de —oo .

(b) Jesaisque lim e* = +oo.Ainsi en décomposant numérateur et dénominateur, lim 4=
X—+00 X—+00

4>0et lim 1+ e =400
x—+

Par quotient, xliI}l fx) = @ Comme la limite est finie, la courbe représentative de f
— 100

admet une asymptote horizontale d’équation au voisinage de +oo.

4
2. (a) Lafonction f est dérivable sur R et de laforme f = — , avec u(x) = 1+e*. Comme u'(x) =
u

e*, alors
4u'(x) 4e*

u(x)2  (1+e9?

flx)=-

Comme pour tout x € R, e* > 0, alors j'en déduis que 4e* > 0 et (1+ e")2 > 0. En consé-

quence, Vx€R,| f'(x) <0

(b) Lesvariations de la fonction f s’obtiennent grace au signe de la dérivée. D’apres la ques-
tion précédente, comme la dérivée est strictement négative sur R, la fonction f est stric-

4 4 . ) .
= —— = 2, ce qui me permet d’établir le ta-
1+e% 1+1

tement décroissante. Aussi f(0) =
bleau de variation de f :

X —00 0 +00

f/(x) —

P
T

(c) Comme la fonction f est décroissante et que lim f(x) =4, alors la courbe représenta-
X——00

tive de f est toujours en dessous de la droite d’équation y = 4, asymptote a la courbe au
voisinage de —oo.

(d) Léquation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 est don-

c PO X (- 0) 4+ (0).Or fO) =2 et fl0) = ——2& ___Ax1 _ | g
néepary=f X f(0).0Or f(0)=2et f(0) = (1+e0)2_ TSI . Fina-

lement I’équation de cette tangente est donnée par y = —1 x x + 2, soit .

3. (a) Comme lafonction f est deux fois dérivable, alors la fonction f’ est dérivable sur R et de

u
la forme f' = ——, avec:
v

u(x)=4e*  u'(x) =4e*
V(x):[1+ex)2 2xe¥x (1+ex),

Ui
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(b)

(c)

(d)

(a)

(b)

alors
f"(x) _ _ u' (x)v(x) — ux)v'(x) _ _4ex x (1+ ex)2 —4e* x 2e* (1 + %)
v(x)? (@ +e9)?)
_ 4ef(I+e(1+e*-2e") 4ef(1-e¥) 4def(e*-1)
o (L+e9)? T (+en?  (1+e9?

Finalement je retrouve bien la formule souhaitée :

4e* (e*-1)

v [R, " —
XE€E [ (x) RIS

Les points d’inflexion de la courbe sont les points ot la convexité change. Or la convexité
s'obtient grace au signe de la dérivée seconde. J'étudie donc le signe de f”(x). Comme
pour tout x € R, e* > 0, alors j'en déduis que 4e* > 0 et (1 + ex)3 > 0. En outre,

ef-120c=e*=21<x=In(1) =0.

Par conséquent, j'établis le tableau de signe de [ (x) :

x —00 0 +00
e -0+

Ainsi le point d’abscisse x = 0, a savoir le point de coordonnées | (0,2) | est 'unique
point d’'inflexion de la courbe représentative de f et la fonction est convexe sur l'inter-

valle et concave sur l'intervalle || — oo, 0[ |.

Comme le point d’abscisse 0 est le point d’inflexion, et que la courbe est concave avant
puis convexe apres, alors la courbe se trouve en dessous de la tangente sur l'intervalle

| —00,0[ |et au-dessus de la tangente sur I'intervalle ]0, +ool.

Voici I'allure de la courbe représentative de la fonction f :

4,,

: : : : : ‘ \¥
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
En partant de la définition de la fonction f, je multiplie numérateur et dénominateur
par e ¥ : pour tout
4xe " 4e™* e "
xeR, f(x)= = =|4x .
(1+eY)xe™* e *+1 e *+1

Je débute par déterminer une primitive de la fonction f. Lensemble des primitives s’ob-

tiendront alors en ajoutant une constante et il me suffira de choisir la constante qui
!/

. e N u
convient pour que la primitive s’annule en 0. f semble étre de la forme —, avec
u

u(x) =1+e *. Puisque u/'(x) = —e ™%, alors

—X

u(x) -—e
= =——x4x =
ulx) l+e* 4 l1+e X 4

2/
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Donc une primitive de f est donnée par :
Fx)=-4xIn(ux)=-4xIn(1+e™¥).
Ainsi’ensemble des primitives de la fonction f sont de la forme
F(x)=-4xIn(1+e ) +C,
pour une constante C € R. Je calcule alors 'image de 0 :
F0)=-4xIn(1+e°)+C=-4xIn@2)+C.

Ainsi
F0O =0 -4xIn(2)+C=0<— C=4In(2)

et la primitive de f qui s’annule en 0 est donnée par

2e*

1+e*

Fx)=-4xIn(l+e*)+4In2)=4x (In(2)-In(1+e )):4ln(1+e—x

): 41n

Partie 2

5. (a) Lafonction f estcontinue car dérivable et strictement décroissante, elle réalise donc une bijection
de R sur son image, a savoir ]0, 4.

(b) i. Soit y €]0,4].

__ 4 _ N
f(g(y))—Heg(y)—H 1n(é_1)_1+§—1_§_4x4_'

ii. Comme Yy €]0,4[, f(g(»)) = y, alors g est la bijection réciproque de la fonction f,
c'est-a-dire g = f1.
(c) Comme f et g sont bijections réciproques, alors pour tout x € R, g( f (x)) = x. Ainsi
comme f est décroissante, alors g est décroissante et

0.05< f(x) <2< g(0.05) = g(f(x) = g2) < g(2) < x < g(0.05).

Or 4
g2)= ln(i — 1) =In2-1)=In(1)=0
et A
g(0.05) =In (m - 1) =In(80-1) =In(79).
Donc

0.05< f(x) <2< g(2) < g(f(x) < g(0.05) = |0 < x<In(79) |

6. En traduisant I'énoncé, le fabriquant souhaite que la hauteur de la rampe soit entre 0.05m et
2m, c’est-a-dire 0.05 < f(x) < 2. J’ai résolu cette inéquation a la question précédente et j'ai
trouvé que cela signifie que 0 < x < In(79). La longueur sur le sol de la rampe est donc bien
de|In(79) - 0 = In(79) métre |

7. Laire qui établit le volume de béton nécessaire est donnée par 'intégrale de la fonction f
entre les bornes a = 0 et b = In(79). Je calcule alors cette intégrale a I'aide de la primitive
obtenue a la question 5.b), qui s’annule en 0 :

In(79) 2en(@) 2x79 79
_ ln(79) _ _ — — | —-() = = —_
fo fx) dx=[F(x)],""" = F(n(79))—F(0) 4ln(1+eln(79)) 0 4ln(1+79) 4ln(40).

79
Le volume de béton nécessaire est donc de|41n (E)mg’ .

3110
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Partie 3

8. J'utilise de nouveau la primitive obtenue a la question 5.b), qui s’annule en 0. Ainsi
X

fx (x) dx = [F(0)]* = F(x) — F(0) = 41 (Ze )—0—41 (#)—41 ( 2 )
Ofx X 0 = H i S “TM e aren) T e 1)

Or lim e *= lim eX=0,donc
X—+00 X——00

lim 4ln

( ):4ln(i):4ln(2).
X—+00 e *+1

1+0

Donc| lim I(x)=4In(2)|
X—+00

Corrigé de I'exercice 2 :
Cet exercice est tiré du sujet de concours ECRICOM 2023

1. Voici la fonction Python complétée :

1 |[import numpy as np
2

def suite(n,ul):

4 u=ul
for k in (n-1):
6 u=ux5/12+1/3
return (u)

2. (a) Jerésousl’équation demandée :

5 1 5 1 7 1 1 12 |4
12 3 12 3 12 3 3 7 7

(b) b) Soit n=1. ] exprime wy, en fonction de w,, :

5 1 5 1 5 5 1 5
Whpel1 =Up1—C=—uUp+=-—¥l=—x(wWy+O)+-—¥=—wp+—=xl+-—0=—wy,,
n+l = Un+l 124773 2 < Wnt g YT T3 120n

. , 5 1 5 1 T ;
puisque ¢ estla solution de x = Ex+ 3 ouencore - ¢/+——¢ =0.Ainsijai bien montré

que la suite (wy) ,>1 est une suite géométrique, de raison q = 1z

. . . 5 .
(c) Comme la suite (w,) 5] est géométrique, de raison g = B et de premier terme wy, alors
son expression explicite est donnée par

Vn=1,|w,=w x (125"

(d) Enfin, comme pour tout n=>1, u, = w, + ¢ etque w; = u; — ¢, alors

u w (12)n—1+£ (U =9 (12)n—1+£ ( 4) (12)n—1+4
= x| — = —0) x| — = —— | x|— — |
n= P17 ! 5 RUEY Rl I 7
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Corrigé de I'exercice 3 :
Cet exercice est tiré du sujet de concours ECRICOM 2023

1. Je cherche a savoir pour quelles valeurs de x I'expression f(x) est définie.

— Pour tout x € R, 'exponentielle e* est définie et positive.

— En particulier, 1+ e* > 0 et comme la fonction In est définie sur R}, alors I'expression
f(x) =In(1+e”) est bien définie pour tout x € R.

J’ai bien montré que la fonction [ est définie sur R.

2. Lafonction f est dérivable surR. f estdelaforme In(u), avec u(x) = 1+e*. Comme u'(x) =e”,
alors

u'(x) | ef

VRER 00 =T T ire

En me servant du fait que pour tout réel x, e* > 0, alors j’obtiens que le quotient f’(x) est
strictement positif, donc que la fonction f est strictement croissante sur R.

3. Je calcule la limite en —oco en décomposant :
limy._1+e*=1et )l(irnlln(X) =0

Par composition avec X = 1+e%,| lim f(x) =0/ J'en déduis alors que la droite d’équation
X——00

est asymptote horizontale a la courbe ¢’ au voisinage de —oo.

4. (a) Jeraisonne de méme pour la limite en +0o: limy_ ool +€* = 400 et Xlim In(X) = +co
—+00

Par composition avec X =1+e*,| lim f(x) = +oo|.

X—+00

(b) En factorisant par I'’exponentielle e*, j’obtiens que pour tout x € R,

f=In(1+e*)=In(e*(e™*+1))=In(e*)+In(e *+1)=x+In(1+e7%).

Soit| f(x) =x+In(1+e™)|

(c) Puisque lim 1+e™
X—+00

=1+0 = 1, alors par composition, xliIP flx)—-x= xliIP In(1+e7¥) =
— 100 — 100
)l(lml In(X) =In(1) = 0. Comme la limite de la différence est nulle, alors j’en conclus que la

droite () d’équation |y = x | est asymptote oblique a la courbe ¢ au voisinage de +oo.

(d) Pourtout x€R, f(x) —x=1In(1+e7*). Ore ™ >0donc 1+e " >1 et par croissance de
la fonction In, jen déduis que Vx € R, f(x)—x =1n (1 + e_x) > 0. Alors la courbe %f est
située au-dessus de I'asymptote (Z) pour tout x € R.

5. L'équation de la tangente a la courbe % au point d’abscisse 0 est donnée par
0

y=f0)(x 0)+f(0)_0rf(0)—ln(1+e)—ln(1+1)—ln(2)etf(0)—1+eo—1+1—2'

1
Finalement I’équation de la tangente (.%) est donnée par|y = 53 x+In(2) = )EC +In(2) |.

6. (a) Jesais déja que f est strictement croissante, je connais les limites et la valeur en 0. Voici
donc le tableau de variation :

X —00 0 +00
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(b) Grace au tableau de variation, a la tangente en 0 et aux asymptotes en —oo et +oo, je
peux tracer I'allure de la courbe €7 :

(D)

Corrigé de I'exercice 4 :

L@ N 2 am 3 2
. a ousavons| Uy =—uy=—|et|\uUg=— Uy = — |
2737y T6 4T g

Les résultats peuvent étre donnés sans justification.

(b) Nous avons:

1 |def suite (n):
u= 2/3
3 for k in (1,n):
u= (k +1)/(3* k)=*u
5 return u

Une indulgence sur la syntaxe peut étre appliquée.

2. Pour tout n € N*, nous posons &2, : « u, > 0».
Initialisation : Nous montrons .

2 2
u; = — et —>0donc u; >0.
3 3

P, est vraie.

Hérédité : Fixons n € N et nous supposons &, vraie. Nous avons donc u,, > 0 et nous voulons

montrer : 1, > 0.

n+1 .. . ) n
Nous avons : u,4+1 = 3—un n est positif donc n+ 1 et 3n aussi et le quotient
n

aussi et
par hypothése de récurrence u,, >0, d’out: u;4+1 >0

Ainsi &2, est héréditaire.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence &7, est vraie pour tout n = 1, soit .
Une attention particuliere sera portée sur la rédaction de la récurrence.

3. (a) Pourtout neN*,

Up+1 —Up =

n+1 n+1
gp ) Un T Un =g T un =

n+1—3n) (1—211)
—u, = Uy.
3n " 3n "

Et pour tout entier n = 1, nous avons 1 -2n <0 donc u,+; — u, <0.
Nous en déduisons que la suite (u,) est décroissante

(b) La suite (u;) est minorée par 0 (d’apres 2.) et décroissante (d’apres 3.(a)) donc, d’apres
le théoreme de limite monotone, la suite () est convergente vers un réel ¢ = 0.

o/
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4. (a) Pour n choisiparl'utilisateur, la variable y est une liste qui contient les valeurs de vy, ua, -, uy,.
Lavariable z est une liste qui contient les sommes partielles v , vy + 1y, ==+, Uy +up + -+ Uy.

Les étudiants doivent étre capables de manipuler les listes et d’identifier le fonctionnement
d’'une liste décrite en compréhension,

ces notions ayant été vues des la classe de premiére technologique.

La fonction cumsum fait partie des exigibles du programme de classe préparatoire.

(b) Nous pouvons conjecturer que la suite (S,),en+ converge et que sa limite est égale a

18]

* Un
5. Posons pourtoutneN", w;, = —
(a) Pour tout n e N¥,
w = = X Up=—"X—=—W
"7 h+1 n+1l 3n " 3 n 3"

Wl

. . . 1 .
donc la suite (wy,) nen+ €st géométrique de raison et de premier terme| v, = u; =

(b) Nous en déduisons que pour tout entier naturel » non nul,

2 1 n—1
wy=w " = 3% (g)

(¢) Comme la suite (wy) ,en+ €St géométrique, nous avons :

T, = Z w;, = Premier terme x =—x—=1

n 1— qNombre determes o ]— (%)” (l)n
k=1 l-q 3 1-3

1\" 1
Or nliIP (5) =0 puisque -1 < 3 < 1. Par somme de limites (7},),>1 converge vers
—+00

Corrigé de I'exercice 5 :

1. Pour n € N* Lensemble {R, ; R,} forme un systéme complet d’événements. Par la formule
des probabilités totales :

n+1 = P(Rp+1) = P(Rpy+1 N Ry) + P(Ry+1 N Ry)
Par la formule du conditionnement nous avons :
Fn+1 = PR, (Rus1) x P(Rp) + Pp-(Rn41) x P(Ry).
Or P(R,) =1y, et P(R_n) =1-PRy)=1-r,et PRn (Rp+1) =0,95 et PR_,,(RVHI) =0,2.D'ou:

rn+1 =0,95r,+0,2(1-r,) =0,95r,+0,2-0,2r, =0,75r, +0,2

Nous avons bien pour tout entier n € N* : ‘ ns1 =0,751r,+0,2 ‘

2. Nous avons

0,2
£=0,750+0,2<=0,25¢=0,2<—= ¢ = =0,8

0,25
La solution est

3. Comme w,,=r,—¥¢,alorsr, = w, +¥¢.D’ou:

Wps1=Tp+1—¢=0,75r,+0,2-0,8=0,75(w, +0,8) -0,6 =0,75w, +0,6 —0,6 =0,75w,

La suite (wy,) nen+ €St g€omeétrique de raison etle premier terme| w; =7, -0,8=0,9-0,8=0,1 |

7/i0
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4. Pour n € N* nous avons | w, = w1 "' =0,1x0,75""1|,

5. Pour n € N* nous avons|r, = w, +£=0,1x0,75""1+0,8|.

6. Comme —1 < 0,75 < 1 la suite géométrique (w,)en* de raison 0,75 converge vers 0 et par
somme de limites, la limite de la suite (r},) ;en* €St .

Corrigé de I'exercice 6 :
1
1. (a) Lafonction f est dérivable sur R. f est de la forme f(x) = e +x, avec u(x) = 1+e”.
u(x
Comme u'(x) = e*, alors
u'(x) e’
"(x) = - +1=1-—.
A u(x)? (-1+e%)?2

u
La fonction f” ainsi obtenue est dérivable sur R et de la forme f'=1-—, avec:
v

u(x) =e* u'(x) =e*
v(x)=(-1+e9%  V(x)=2e*(1+e")

0 e* x (1+e%)2—e¥ x2e*(1+e) B —e*x(1+e%) x ((1+e*) —2e")

f'x) = ((1+ex)2)2 (1+eX)*
. —e'(1-e") e'e’-1)
O (Q+e9)d  (1+en’
efe*-1)

Ainsi j’ai bien montré que pour toutréel x eR, | f"(x) = .
j quep f REPSE
(b) La convexité de la fonction s’obtient en étudiant le signe de la dérivée seconde. Comme
une exponentielle est toujours positive, alors e* >0 et 1 +e*>1>0donc (1+e%)3>0.11

me reste a étudier le signe de (e* —1) :

e-120=efzl=x=0.

Ainsi j'en déduis que::

— f estconcave sur l'intervalle , car f"(x) y est négative,
— [ est convexe sur 'intervalle , car f"(x) y est positive.

1
La courbe ¢y admet bien un point d’'inflexion, de coordonnées (0, f(0)) = (0, E)’ car
1 1

0) = +0=——=-.
Fo 1+eY 141 2

(c) Les variations de la fonction f” s’obtiennent en étudiant le signe de la dérivée f".
J’ai déja étudié le signe de f", je peux directement établir le tableau de signe de f"(x) et
les de variations de f':

X —00 0 +00

f"x) - 0 +

7 \ /
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(a)

(b)

(a)

(b)

(9]

(d)

1+e%+e?? 1+1+1

Q+e%2  (1+1)2
annoncée par I'énoncé. En outre, il s’agit du minimum de la fonction f’ et ce minimum
est positif. ’en déduis donc que la fonction f’ est toujours strictement positive et donc
que la fonction f est strictement croissante sur R.

J'évalue f'(x) en x=0: f'(0) =

3
E. Je retrouve bien la valeur

Je rappelle que| lim e* = +oo ‘ et| lim e*=0 ‘ Alors
X—+00 X——00

li ! 0
im =
x—+oo | + ¥ Par somme, lim f(x)= lim +x=[+00].
. X—+00 x—+o00 ] + eX
lim x=+oo0
X—+00
Puis
im =
x—-00 ] +eX Par somme, lim f(x)= lim +x=[-00]
. X—+00 x—-00 ] +e*
lim x=-o0
X——00

Je connais les limites de f et je sais que la fonction est strictement croissante.
Je dresse alors aisément le tableau de variation de f :

X —00 +00
—00
f T
+00
s pps 1
Je commence par calculer la différence : f(x) —x = +x—-x= .
1+e* 1+e*

Or j’ai déja calculé cette limite en +oo a la question 2.(a) :

xl—1>I-II—loof(X) = x1—1>r41—loo 1+e* =0.

Puisque la limite est nulle, I'écart entre la courbe ¢ et la droite & d’équation y = x se
réduit au voisinage de +oo : la droite Z est asymptote oblique a ¢ en +oo.

Je raisonne de la méme maniere qu’a la question précédente. Je commence par calculer
la différence :

1 1
f(x)—(x+1):1 +x-x-1=

-1.
+e* 1+e*

Or j’ai déja calculé la limite de ] en —oo a la question 2(a). Alors par somme,

ex

lim f(x)-(x+1)= lim -1=1-1=0.
X——00 X——00

1+e*

Puisque la limite est nulle, 'écart entre la courbe % et la droite 2’ d’équation y = x +1
se réduit au voisinage de —oo : la droite 2’ est asymptote oblique a ¢ au voisinage de
—0Q.

L'équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse
1 3
0 est donnée par y = f'(0) x (x —0) + f(0). Je connais déja f(0) = 5 et 1) = " Ainsi

3 1
I’équation de la tangente .7 est donnée par| y = Zx + St

Voici le graphe des droites 2, ', 7 et de la courbe %

o/
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4.

™

()

(D)

—

-3

~¥

(a) Lafonction f est continue (car dérivable) et strictement croissante (d’apres la question
1(c)) sur R. J’ai aussi montré que la limite de f(x) en —oo est —oo et que la limite de f(x)
en +oo est +oo. Ainsi comme 0 €] — oo, +o0|, par le théoreme de la bijection monotone,
je peux déduire qu'’il existe une unique solution dans R, notée a, de 'équation f(x) =0.

1
(b) Je calcule f(-1) et f(0): f(-1) = Trol -1=

e

l1+e

e

1

+e

1
<0etf(0):§>0.

Comme f(a) =0, que f(—-1) <0 < f(0) et que f est croissante, jen déduis bien que

—-1<slant0.

(c) Voici le script complété.

1

11

def simulation (n):
r=2
for k in (n):
if r==2:
if rd.random()<2/3:
r=1
else:
if r==1:
if rd.random()<1/3:
r=0
return (r)
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