ECT2 Chapitre 1 : inverses et puissances de matrices

Inverses et puissances de matrices

1 Rappels sur les opérations de matrices

Définition 1 : Appelons somme de deux matrices de méme format la matrice obtenue en addi-
tionnant les coefficients occupant la méme position dans chacune des matrices.

Exemple1 :
1 2 4 8
A‘(5 J B‘(u)9)
Alors
A B 1 2+_4 8) (1+4 2+8) [(5 10
5 3 10 9/ (5+10 3+9/ |\15 12
Définition 2 :

Appelons produit d’'une matrice par un nombre réel la matrice obtenue en multipliant tous

les coefficients de cette matrice par ce nombre réel.

Exemple 2 :

3 -2
15 9

-2 3x3 —-2x3 9 -6
3) alors SXA—SA—S(S 3 ( ) ( )

3
A‘( 5x3 3x3 )

Définition 3 : Soit A une matrice de format (n, p) et B une matrice de format (p, g).
Le produit de la matrice A par la matrice B, noté A x B ou AB, est la matrice C de format
(...,...) dontle coefficient ¢;; est le produit de la matrice ligne i de A par la matrice colonne j

p
de B : Ci]' = Z a,—kbkj.
k=1
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ECT2 Chapitre 1 : inverses et puissances de matrices
B : p lignes g colonnes
| bu o byj big
WU
b "
pl pj pq
N_
1 C1j Ciq
CaZD @ @ Ci1 GD Ciq
anl Ank Anp Cnl Cnk Cnqg
A: nlignes p colonnes C=Ax B:nlignes g colonnes
Exemple 3 :
. . (1 2 (2 4 (4
Soient les matrices A = (_1 _2), B= (_1 _2) etC= (8)
Nous avons :
1 2\ (4 1x4+2x8 20
Ac (—1 —2) (8) B (—1 x4—2x 8) B (—20)
Nous avons avec le produit AB :
ag-[1 2)(2 4)_ 1x2-2x1 4x1-2x2 (0 0
-1 =2) (-1 —2) =1 x 24 (=2)x (1) (D) x4+ (-2)x(=2)) |0 0
Et avec le produit BA :
BA= 2 4 1 2) [2x1-4x1 2x2—-2x4 (-2 -4
-1 =21 —2) T -Ix14Ix2 —2x14+(-2)x(=2)) |1 2

La multiplication des matrices est rarement commutative : AB # B A en général

Lorsque les produits utilisés sont définis :

que A=00uB=0.

Si A=0ou B =0, alors AB = 0 mais la réciproque est fausse! AB = 0 peut étre vérifié sans

Ainsil’égalité AM = AN peut étre vérifiée sans que M = N.
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ECT2 Chapitre 1 : inverses et puissances de matrices

2 Puissance de matrices

Définition 4 : Nous définissons par récurrence les puissances successives d'une matrice carrée de
la fagon suivante :

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

A=1,
VkeN, AM L = Ak« A -

A Le produit A¥ ne s’obtient pas en prenant la puissance k™€ des coefficients de la matrice.

Exemple 4 : Soit A la matrice

1 2
a=(s 3
Calculer A3
1 2 1 2 1x1+2%x3 1x2+4+2x4 7 10
2 _ _ _ _
A ‘AXA_(?, 4)"(3 4)_(3x1+4x3 3x2+4x4)_(15 22)
Puis :

A3:A2XA:(7 IO)X(I 2):(7x1+10x3 7x2+10x4)_(37 54)

15 22 3 4 15x1+22x3 15x2+22x4/ (81 118

Proposition1 :  Soit A une matrice carrée d’ordre n, pour tout (p, q) € N?,

AP AT = APTT et (AP)T = APY

Puisque la multiplication matricielle n’est pas commutative, les autres regles usuelles sur les
puissances dans R ne sont pas vraies dans .#, (R). Par exemple, en général

A\

(AB)? # A’B°.

Proposition 2 : Soit A et B deux matrices de .#,(R) qui commutent.

V(p,q) e N?, APB7 = B1AP et Vk e N, (AB)* = A¥BF.
pq

Exemple 5 :

0 1
Considérons les matrices A = (1 0

matrices AB et BA sont-elles égales?

0 1
) et B = (_1 0). Calculer (AB)? et A*B? puis conclure. Les
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ECT2 Chapitre 1 : inverses et puissances de matrices

Nous avons
01\ (0 1) (-1 0
an=(1 o) <[5 o)=(0 )
Et ,
» (-1 0\ (-1 0\ ((-D*> 0) (1 0
(AB) _(0 1)X(o 1)_( 0 12)_(0 1)
Puis
, (0 1) (0 1) (1 0
A_(l 0)"(1 0)_(0 1)
Et

w= (o)< 5 )=o)

Donc A’B? = I, B> = B® # (AB)?

Théoréme 3 : Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.
De plus les coefficients diagonaux d'un produit de deux matrices diagonales s’obtiennent en
effectuant les produits des éléments diagonaux de ces deux matrices.

Exemple 6 :

PEN 2 0
Calculer la puissance n'®™€ de la matrice A = ( 0 _1).

Théoréme4 :
Si Ae #,(R) tel que A= PDQ avec PQ = QP = I, et D est une matrice diagonale, alors pour

tout k entier :

AF=pDFQ
Exemple 7 :
Considérons les matrices suivantes :
-1 0 0 1 0 O 1 0O
A=|-8 0 -8 P= 1 -1 et Q=111
9 0 8 -1 0 1 1 0 1
1. Calculer PQ et QP
Nous avons :
1 0 O 10
Po=[0 1 -1|x]|1 1 = _11+1 8 011_1 b=l =1
-1 0 1 1 0
Et
1 00 1 0 O 1 0 0
QP=|1 1 1|x 1 -1|=(1-1 1 —-1+1|=13
1 01 -1 0 1 1-1 0 1
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Nous avons :
-1 0 O 1 0 O
AP=]1-8 0 -8|x]0 1 -1]|=
9 0 8 -1 0 1
Puis :
1 00 -1 0 O
D=QAP=|1 1 1|(x{0 0 -8
1 01 1 0 8

. Nous définissons la matrice D = QAP. Calculer D

-1 0 O -1 0 O
-8+8 0 -8|=10 0 -8
9-8 0 8 1 0 8
-1 0 0 -1 00
-1+1 0 -8+8|=(0 0 O
-1+1 0 8 0 0 8

. En utilisant que D = QAP, en déduire que A = PDQ. Nous avons :

D =QAP <> PDQ = PQAQP

Or PQ = QP = I3, et multiplier une matrice par l'identité redonne la matrice, donc D =

QAP = PDQ=D

. Calculer D" pour tout n € N.

D" 0 0
Nous avons : 0 0" 0
0 0 8"

Je raisonne par récurrence sur n € N.

. Montrer par récurrence que pour tout n €N, A" = PD"Q.

Pour tout 7 € N, nous posons &, : « A" = PD"Q ».

Initialisation : Nous montrons 2.

A’=Tet PD°Q=PIQ=1Icarlinverse de P est Q

P, est vraie.

Hérédité : Fixons n € N et nous supposons &, vraie. Nous avons donc A” = PD"Q et nous

voulons montrer : A" = pD"1Q

D’apres la question précédente : A= PDQ. Nous avons, par hypothese de récurrence :

A"l = Ax A" =PDQx PD"Q=PDLD"Q=PDxD"Q=PD"Q.

Ainsi &7, est héréditaire.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence &2, est vraie pour tout n € N, soit| A” = PD"Q)|.

. Calculer A" pour tout entier n € N.

Nous avons pour n=1::

-D" 0 0 1
D"'"Q=| 0 0 O0|x[1
0o o 8" 1

Puis
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0 D" 0 0
1 1|=] o o0 o

1 8" 0 8"
0 0 (- 0 0
0 0]|= -8" 0 -8"
0 8" (-n™lyg” o 8"



ECT2 Chapitre 1 : inverses et puissances de matrices

3 formule du binéme de Newton

3.1 Formule du binome de Newton avec les réels

Définition 5 :
Pour n un entier et kK < n un entier, nous notons i et nous disons k parmi n, le nombre de

chemins dans un arbre a 7 niveau Succes-Echec amenant a k succes.

Définition 6 :
pour n entier, nous notons

00=1 et n'=n-1Dn=1x2x---xn

Théoreme5 :
PourneNetkeN, k<n:

n| n!
k|l (n-kk!

Exemple 8 :
10 10! 10x9x8
— :—:10)(3)(4:120
7] 37 6

n
Pour neN, ):1

n
PourneN, ):n

n
PournelN, ):n

n
PournelN, ):1

Proposition 6 : PourneNetkeN, k<n:

(n)_( n )_n><(n—1)><---><(n—k+1)

k n—k|

et
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Exemple 9 :

100 100 x99
= —=50x99=4950

2 2

Théoreme 7 :

n
Soit (a,b) e R?, alors: VneN,(a+ b)" = Y (Z)akb”_k.
k=0

Exemple 10 :
Développer de deux manieres différentes :

x+2°3=(x+22(x+2) = (P +4x+D)(x+2) = x> +2x> +4x° +8x +4x+8=x>+6x°> +12x+8

Et
3 3
(x+2)3:x3+(1)><2x2+(2)x22x+23:x3+3x2x2+3x4x+8:x3+6x2+12x+8
x+2)% = x+22%(x+22% =P +4x+4) (P +4x+4) = x* +4x3 +4x° +4x° +16x° +16x+4x° +16x + 16
= x*+8x3+24x*+32x+16
Et

4 4 4 4x3
(x+2)* = x4+(1) x2x3+(2) x22x2+(3) x23x+2% = x4+4><.2x3+T x4x°+4x8x+16 = x*+8x3+24x+32x+16

3.2 Formule du binome de Newton avec des matrices commutatives

Théoréme 8 : Soit (A, B) € .4, (R)>.

p

AICBp—k
k

14
Si Aet Bcommutent, alors: VpeN, (A+B)P =)
k=0

Exemple 11 :
Considérons les matrices

A=lo o) o=l V) e =0 o
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1. Justifierque A=D +].

per=ft 90 Y-

0 1 00

Calculer 2. En déduire J" pour tout 1 = 2.

, (0 1) (0 1
]_(o o)x(o 0

Doncsin=2alorsn—-2=0et

1+0 0+1
0+0 1+0

-6

J=[o o

]nZJZX]n—ZZOZX]n—ZZOZ

Calculer D" pour tout 7z entier.
Nous avons D" = I}' = I,

ATaide de la formule du bindéme de Newton, montrer que pour tout 7 € N*,

n
A"=D"+ (I)D”_IJ.

k=0

k=0 k

Etsin=2,

n
A”:D”]0+(1)D"‘1]+

Or]kzozsikBZdonc

n
A"=D"+ (I)D”_lj

N
= £ [

£

n
5. En déduire I'expression de A” pour tout n € N*. Notons que D" = D" = [, et (1) = n donc

A":12+n]:

4 Notion d’inverse de matrices

4.1 Cas général

|

1 n
0 1

Définition 7 : Soit A une matrice carrée d’ordre n.

Nous noterons I'inverse de la matrice A: A~

S’il existe une matrice A’ carrée d’ordre n telle que AA' = A'A = I,,, alors nous disons que la
matrice A est inversible, et la matrice A’ est appelée matrice inverse de A.

Remarque :
matrices.
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ECT2 Chapitre 1 : inverses et puissances de matrices

Exemple 12 :
La matrice I, est inversible et son inverse est elle-méme.

21 1 -1
La matrice A = (1 1) est inversible et son inverse est (_1 9 )

2 1 " I -1} (2x1+1x(-1) 2x(-1)=1x2) (1 O
1 1 -1 2] x1+1x(-1) 1x(-D+1x2] |0 1

vérifions-le

Proposition 9 :
1. Siune matrice A est inversible, son inverse est unique.
2. Siune matrice A’ vérifie A’A =T alors AA' = 1.

3. Siune matrice A’ vérifie AA' =T alors AA=1.

Proposition 10 : Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n et s'il existe A # 0 tel que AB= A1 I,

1
alors l'inverse de A est 1 B

Proposition 11 : Si A est une matrice diagonale dont tous les termes sont non nuls. C’est-a-dire,
sia; #0pouri€[1;n] et

— 0 0
ay o - 0 a
. . 0 1
A= 0 @ " |alors Aest inversible et A™! = ap
0 : ’ 0
0 0 a 1
n o -.- 0 —
ap

1 00 1 0 0
Exemple 13 : Linversede A=[{0 2 0|estA™'=|0 05 0
0 0 5 0 0 0.2

Proposition 12 : Une matrice carrée triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, resp.
diagonale) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

Exemple 14 :

n’est pas inversible

(=l \C i ]
[©) BN \CRNSL)
S o
o1 O W

1 1
Lamatrice A=1{0 est inversible mais la matrice A= |0
0 0
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Proposition 13 :
1. Si A estinversible, alors A~ est inversible et (A_l)_1 = A.

2. Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)_1 =B A7l

Proposition 14 : Si A estinversible, alors A est simplifiable a gauche et a droite, c’est-a-dire que
AB=AC= B=C,

BA=CA= B=C.
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Chapitre 1 : inverses et puissances de matrices

b

Définition 8 : Soit A= (a
c d

)EMZ(R).

On appelle déterminant de A le scalaire : det(A) = ‘ =ad - bc.

b
d

o Q

Théoreme 15 : Soit A= (Z‘ Z) € M (R).

A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

1 _
Danscecasona: A~ = (d b).
det(A) \-¢c a

Exemple 15 :
Lo (12
Soit A= (3 4)
det(A)=1x4-3x2=-2
Donc A est inversible et et

L 1 (4 -2y (-2 1
A = — =
—2\-3 1 15 -05

Lo (12
SmtB—(5 10)

det(B)=1x10-5x2=0
Donc B n’est pas inversible.

4.3 Inversion d’'une matrice par la méthode du pivot de Gauss

Méthode :

Pour présenter cette méthode nous inverserons la matrice :

11
A=12 1
0 1

N O

Pour inverser la matrice A, nous effectuerons des opérations élémentaires sur les lignes qui
ramenent a I'identité. Nous effectuons « en miroir » les mémes opérations élémentaires sur la
matrice identité (algorithme de Dorian Gray)

Ecrivons donc

1 101 00)IL
2 1 2(0 1 0| L
01 1(0 0 1) Ls
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Lidée est d’avoir sur la partie de gauche la matrice identité et alors la partie de droite sera la

matrice inverse de A.
a

D’abord faisons donc apparaitre comme premiere colonne [ 0 |, ot a est un réel non nul
0
(sinon la matrice est non inversible). Pour cela enlevons a L, deux fois L;. Nous avons alors :

1 1 0/l1 00\ 1L
0 -1 2|-2 10| 1,-1,-21,
0 1 1/]0 0 1) I

*

Puis on fait apparaitre comme deuxieme colonne | b |, ol b est un réel non nul (sinon la
0

matrice est non inversible). Pour cela ajoutons a L3 laligne L,

Nous avons alors :

1 1
0 -1
0 0

1 00\ L
2 10| L
-2 11 Ly — L3+ 1Ly

0
2
3
0
Puis avoir comme troisieme colonne | 0 |, ou ¢ est un réel non nul (sinon la matrice est non
c

inversible).
1 1 0|1 0 Ly
0O -3 0-2 1 -2 Ly —3L,—-2L3
0 0 3/-21 1) Ly
0
Puis avoir comme deuxiéme colonne | b
0

3 0 O 1 1 -2 Li—3L1+ Ly
0 -3 0/-21 -21| L
0 0 3|-21 1) I3

Puis en divisant la premiere ligne par 3, la deuxieme par —3 et la troisieme par 3, nous obte-

nons:
1 2 Ly
1 0 0 — - —— Li—L1{——
3 3 3 3
2 1 2 L,
Oo10| - — = Ly ——
3 3 3 3
1 1 1 Ls
00 1|—-—— = — Ly — —
3 3 3 3
Et vous avez alors comme matrice inverse :
1 1 2
3 3 3
Al = 22
3 3 3
2 1 1
3 3 3
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5 Ecriture matricielle d’'un systeme linéaire
On se donne un systéme linéaire de p équations a p inconnues xj, Xz, ..., Xp :

anxytapxt...+taipXxp =bh

ail] ... Lllp X1 bl
Posons A=| ¢ .. ¢ |, X=|:]|etB=

apl cee app xp bp

Alors le systeme linéaire précédent peut s’écrire sous la forme matricielle :

Théoreme 16 : Soit (S) un systéme dont une écriture matricielle est AX = B, ou A est une matrice
carrée inversible. Alors ce systeme est appelé systeme de Cramer.
Un tel systéme admet une unique solution, donnée par X = A~ B.

Preuve
AX=B<—= A'AX=A"'Be—= X=A"'B

X+2y=2
6x+4y==6

1 (4 -2
-1_
- (—6 1 )
. 2 x s P 5 P
Soit B = ( 6) et X = (y) Le systeme est équivalent 8 AX = B la solution vérifie :

1 (4 -2\ (2 1(8-12) (05
_A-lp_ & - —
X=A"B=—2 (—6 1 ) 8 (6) _8 (—12+6) (0.75)

1 2
Soit A = ( .le déterminantde Aest1x4—6x2=-8.

Exemple 11 : Résolution du systéme { 6 4)

A est inversible et :

Donc .¥ = {(0.5,0.75)}.
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