Chapitre 12
Lycée Brémontier
ECT1

Systémes linéaires

1 Définitions

Définitions

e On appelle systéme linéaire a n équations et p inconnues tout systéme de condition du type

1,171 + Q122 + -+ G pTp = Y1
2171+ Q22T + -+ -+ A2,Tp = Y2
Qp,1T1 + Qp 29 + -+ Anplp = Yn

ol (@i j)1<i<n, 1<j<p €t (Vi)1<i<n sont des réels fixés.
e l'inconnue est le p—uplet (z1,---,z,) € RP.

e Une solution du systéme est un p — uplet de valeurs (zy,--- ,x,) € R? pour lesquelles les n
équations du systéme sont vérifiées.

e Résoudre S consiste a trouver I’ensemble des solutions de S.

e Un systéme n’ayant aucune solution est dit impossible.

e Le systéme est dit compatible s’il existe au moins une solution.

e Le systéme S est dit homogéne si y; = --- =1y, = 0.

e Dans le cas général, les coefficients vy, - - - ,y, sont appelés les seconds membres de S.

e On appelle systéme homogéne associé a S le systéme

ajnr1 + a1 + -+ apr, = 0
y a2171 + a22%2 +--+ Ao pTp = 0
Un1%1 + AppZa + -+ anpty = 0

Exemples :
(22 + y + z = 3
(1) vy + s =8 est un systéme linéaire
r 4+ 2y — 4z = -1 o ) .
a 4 équations et 3 inconnues.
lz + y + 22 = =3
(4dx + 4y — 22 + 2t = 0
(2) TomyoF s I_ B 8 est un systéme linéaire homogéne
4 B a 4 équations et 4 inconnues.
o + y — =z =0
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Pour tous réels (a, b, ¢)

r + 2y — z = a
(3)s 22 — y + 3z = b est un systéme linéaire
—x + 3y + 22 = ¢ a 3 équations et 3 inconnues.
Remarques :
1. Un systéme homogéne admet toujours la solution (0,0,--- ,0).

2. Si une équation (au moins) est impossible alors le systéme S est impossible.

Définition

Deux systémes S et S’ sont dits équivalents lorsqu’ils ont le méme ensemble de solutions.
On note S & &’

La résolution d’un systéme linéaire peut s’effectuer en utilisant la méthode par subsitution,
généralement fastidieuse dés que le nombre d’équations ou d’inconnues est supérieures a 2, ou grace
a la méthode d’élimination successive des inconues de (Gauss qui consiste a transformer le systéme
initial en un systéme équivalent plus simple a résoudre.

2 Systémes triangulaires

Définition
Le systéeme S est dit triangulaire s’il se présente sous la forme
a11r; + Q12T+ e + a1,7, = Y1
a22T2 + e T AT, = Y2
S
Apnln +- + Anplp = Yn
Sin=p
le systéme s’écrit alors
111 + 12Ty + o+ QaTn = Y1 (L)
22Ty + -+ AopTp = Yo (Lo)
S . .
ApnTn = Yn (Ln)
Lorsque les coefficients a; 1, a2, - -+ , @y, sont tous non nuls, le systéme se résout par substitution

successives depuis ’équation L,, jusqu’a Ly et admet une solution unique.

Exemple :
20 v +w =1 2u +v +1 =1 2u +3 =1 u=—1
—v 2w =-4 & - =2 =-4 & v =2 & v =2
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Sin<p

On peut se ramener au cas précédent en transférant dans le second membre de chaque équation les
inconnues x,41, ..., T, dites inconnues auxilaires.

Lorsque aj 1, a2, , an, sont tous non nuls, on obtient les valeurs de z, x3,- -+, ,, en fonction
des inconnues auxiliaires par substitution successives de L,, a L.

Exemple :
r 2y +z =0 PRD A +2y =—=z T =—z—2y r =—10-5z
y —2z =5 y =542z y =542z y =542z
d’ou I'ensemble des solution du systéme est

{(-=10 = 52;5 + 22;2), z € R}.

3 Opérations élémentaires sur les équations d’un systéme
linéaire.

Définition

On appelle opération ¢lémentaire sur les lignes d’un systéme toute opération de 'un des types
suivants :

o L; <> L; (i# j):échange des lignes L; et L,
o L;+ al; (a#0): multiplication de la ligne L; par le réel o non nul.

oL, L+ pBL; (i j):addition d’un multiple de la ligne L; a la ligne L;.

Proposition

Si le systéme S’ est déduit de S & 'aide d’une opération élémentaire sur les lignes, alors S’ est
équivalent a S.

Exemple :
y + z =3 y + z =
r —y + z =0 r —y + z =
r — vy + z =0 L1+— L3

= Jy + 2z =
y + z =3
r — vy + 2z =0

=4 —z =-—1 LQ(—L2—3L3
y + z =3
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Remarque :

Remplacer 'une des équations de systéme par la somme de cette équation et des multiples des autres
s’obtient par une succession d’opérations élémentaires a partir de S.

Le systéme ainsi obtenu est donc équivalent a S.

Exemple :
2r  + Yy - Z =2 2x =4 L1<—L1+L2+L3
—r 4+ 2y + 2z = —1 S - + 2y + 2z =-1
r - 3y — z = r — 3y — z =3

r =2
2y + 2z =1
=3y — z =1

=

)-Jklww

r =2
S 2y + 22 =1
—4y :3 Lg%L2+2L3

4 La méthode de Gauss

4.1 Principe

Dans le cas d’un systéme linéaire de n équations a p inconnues. On admet qu’en utilisant des
opérations élémentaires sur les lignes (et éventuellement des pertmutations d’inconnues affectées de
leur coefficient) on peut transformer S en un systéme équivalent du type :

/ / / / / _ /
ay1T1 + Q%2 A+ o0 QX+ AT =Y
/ / / _ /
Ay oT2 + ++ + Ay, Tp + o0+ Ay, Tp = Y
!/ !/ !/ _ /
S ar,r‘rT + o+ ar,pxl’ - Yy
_ /
0 - yr+1
_ /
\ 0 - yn

ot les scalaires a} ;,- -, a,, sont non nuls.
Le systéme est compatible (admet des solutions) ssi les n — r derniéres équations sont vérifiées.
On résout le systéme triangulaire ainsi obtenu pour terminer la résolution.

4.2 Mise en oeuvre

1. L’un au moins des coefficients de z; dans le systéme est non nul : on choisit I'un d’entre eux.
Supposons que 1'on ait choisi le premier pivot a;; c’est a dire le coefficient de z; dans la iéme
ligne.

2. L’opération élémentaire L, <— L; transforme S en un systéme équivalent dans lequel le
coefficient de z; dans la premiére équation est a;; = aj; # 0.

Notons a; ; les nouveaux coefficients.
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4.3

3. Effectuons les opérations élémentaires

/ / /
Qs asq Qp 1
Ly <— Ly — ==Ly, Ly <— L3y — —=Lq, SRR Ly, <— L, — ——Lu,

ay a1 ay g

Les opérations ont pour effet de construire un systéme équivalent S’ dans lequel I'inconnue
x1, ne figure que dans la premiére équation, i.e. de la forme

/ / / _
ay 171 + @) o2 4+ e 4+ a,Tp = Yp
" " . "
g 9 T2 4+ e 4+ Ay, Tp = Yy
" " _ Vi
Ay, o2 4+ e 4+ Up Ty = Yy

. On recommence avec o et ainsi de suite.

Exemples

. Soit &7 le systéme défini par

2 — y + z =3
1|z

2 + y — 2z =-2
Appliquons la méthode du pivot de Gauss.
T +y—2z =-3 L1<—>L2
Si<=< 2z — y + z =3 1 est choisi comme 1¢" pivot
2 + y — 2z =-2

2z = -3 On élimine z dans les 2°m¢
52 =9  Lo<— Ly —2I, et 3°™¢ lignes en utilisant le

r + vy
—3y

S| +
y + 2z =4  Ly<— L3 —2I,4 premier pivot.

T + vy - 2z =-3
-V 2z =4 Lo +— Ls
—3y 52 =9

—1 est choisi comme 2°¢™e

S = .
pivot.

+ +

r + vy - 22 =-3

On élimine y dans la 3¢ ligne
en utilisant le 2°™¢ pivot

r=1 On termine la résolution
y =2 du sytéme en résolvant un
z=3 systéme triangulaire.
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2. Soit Ss le systéme défini par

2 +y + z =
S 1y — y + 32 =38
2

T + 2y — 2z =-3
x + vy + 22 =-1
Appliquons la méthode de Gauss
(2 — y + 3z =8 Li<+— Lo
2 +y + 2z =3 . or s
Sy <— v o+ % — 2 —-3 On choisit 1 comme 1* pivot.
Lz + y + 2z =-1
(v — y + 3z =8 On élimine z dans lignes Lo,
S y — 52 =—13 Lo<+— Ly —2I4 L3 et Ly en utilisant le premier
2 3y — 4z =-11 Ly+— Ly— L, pivot.
\ 2y — 2z =-9 Ly<«—Ly— 1L, On choisit 3 comme 2°™¢ pivot.
(2 — y + 3z =8
3y — bz =-13 On élimine y dans lignes L3 et
82 z =2 Ly +— Ls— Lo Ly.
L 7z =-—1 L4 — 3L4 — 2L2
(2 — y + 3z =38
3y — bz =-13
52 z =2
L 0 = —15 L4(—L4—7L3

La derniére équation est impossible donc Ss est incompatible et n’admet pas de solution.

3. Soit S3 le systéme défini par

r + 2y - 2z + t =1
S 4r — 10y + 5z — Bt =
) 22 — My + Tz — Tt =-1
2t — 2y + 2z —t =1

Appliquons la méthode de Gauss pour résoudre Ss.

r + 2y — z 4+t =1
Sy = — 18y + 92 — 9t =-3 L3+— Ly—2I,
- 6y + 3z — 3t =-1 L4 — L4 — 2L1

Les lignes Lo et L3 sont égales a 3L, donc

S s r 4+ 2y — 2z + t =1
3 6y — 32 + 3t =1 Ly+— —L,

On choisit x et y comme inconnues principales et z, t comme variables auxiliares.

o0 =
83<:>{x R
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S; <—
1

Le systéme S3 a donc pour solution ’ensemble

21
{<§, 6(1 + 3z — 3t),z,t) avec (z,t) € RQ}

4. Soient a, b, ¢ trois réels fixés. Soit Sy le systéme défini par

r —y + z =a

Si 3 + 2y — z =D

20 — 4y + 5z =c¢

Résolvons S4 par la méthode de Gauss
r — y + z =a

S4<:> 5y — 4z =b—3a Lo<+— Ly — 314
2y + 3z =c—2a Ly <+— Lg— 214

r — Yy + 2z =a

S, <— by — 4z =b—3a
7z = —16a + 2b+ 5c¢ L3 <—5L3+ 2Ly
6a+b—c
S A
Siem{ y = —17a —1—731)—1—40
—16a + 2b + 5c
z g

7
Donc S, admet pour unique solution le triplet

(6a+b—c —17a + 3b + 4c¢ —16a+2b+50)
7 ’ 7 ’ 7

Exercice :
En déduire la résolution du systéme

r -y + z =1
3r + 2y — 2z =
2 — 4y + S5z =-3
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1 ) Résoudre dans R? :

Systémes linéaires - Exercices

xr —y + z = 2
v + y — z = =2
r +y + 2z =9
2 ) Résoudre dans R :
2y — z 1
—2r — 4y + 3z —1
r + y — 3z —6
3 ) Reésoudre dans R
r — 3y + Tz = 4
r + 2y — 3z = 6
v + 4y — =z = 22
4 ) Résoudre dans R
20 + Ty + 3z 3
3r + 9y + 4z 6
r + 5y + 3z =9
5 ) Résoudre dans R
2c + y + z =1
dr + y = =2
6 ) Résoudre dans R
2 — y + 3z =1
e + vy — 2z = =2
7 ) Résoudre dans R
Tz + z 1
y + =z 0
r + oy =1
2 + 3y = 0
8 ) Soient a, b et c trois réels.
Donner en fonction de a, b et ¢ la solution du systéme
r — 2y + 62 = a
y — 3z = b
—r — 3y + 2z =

d’inconnue (z, y, 2).
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9)
1. Soient a, b et c trois réels.
Donner en fonction de a, b et ¢ la solution du systéme

r + Yy + 2z = a
r + 2y + 4z = Db
r + 3y + 92 = ¢
d’inconnue (z, y, z).
2. En déduire les solutions du systéme dans les cas suivants :
(a) (a7 b’ C) = (07 07 O)
(b) (a7 b? C) = (]‘7271)

10 ) Pour quelles valeurs de & le systéme

kx + y =1
x + ky =1
admet-il :
1. aucune solution ?
2. une solution unique ?

3. une infinité de solution ?

11 ) Résoudre dans R? suivant les valeurs du paramétre m :

r + (m+1ly = 3
mr + (m+4)y = 6
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