Chapitre 13
Lycée Brémontier
ECT1

Calcul matriciel

1 Matrices & n lignes et p colonnes

1.1 Définitions

Définition

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

On appelle matrice a n ligne et p colonnes un tableau rectangulaire de nombres réels
comportant n lignes et p colonnes.

L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes est noté M,, ,(R).

Exemples

1.

1 -1 2
A:(O 4 3)€M2,3(R)

est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes.

2,
1 4 2 4 1
0 5 0 5 1

B=1_1 7 o 6 1 |sMs®
3 10 -1 -2 1

est une matrice a 4 lignes et 5 colonnes.

3. Sin =1, un élément de M, ,(R) est appelé matrice ligne.
C=(1 2 3 4)eMi4R)

est une matrice ligne a 4 colonnes.

4. Sip =1, un élément de M,,1(R) est appelé matrice colonne.

€ My (R)

=W N =

est une matrice colonne a 4 lignes.

5. La matrice nulle de M,, ,(R) est la matrice & n lignes et p colonnes dont tous les termes
sont nus.
On la note 0,,, ou plus simplement 0 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

000
0273_(0 0 0)
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Remarques

1. Tout élément de R™ peut étre identifié & une matrice ligne ou & une matrice colonne.

2. Soit A € M, ,(R).
Pour i € [1,n] et j € [1,p] on note a ; le terme de A situé a la i-éme ligne et j-iéme colonne.

On écrit
a1 Gz -0 A1y ot dip
(2,1 Q22 - d25 - A2p
A=
a,l.71 a,z.72 oo a“i,j “ e a’i7p
an1 Ap2 cct Gng o0 Ongp

nn & men = (@i +)1<i<n OU €ncor = (a;;) sl n mbiguité sur

On note également A ij)1<i<n OU encore A i.;) il 0’y a pas d’ambiguité sur les
1<5<p

valeurs de n et p.

Exemple
1 -2 3 4
A= 2 0 1 3 = (ai7]-)1<,<3 € M374(R)
-1 4 =20 s

Onaalors a3 =3 ae2=0 azo=4 aj4=4
Proposition

Deux matrices A et B sont égales si et seulement si

{ elles ont le méme format (n,p)
V(Z7j) € [[17”]] X [[1ap]]7 ai,j = bi,j

ie ssi elles ont le méme nombre de lignes, le méme nombre de colonnes et si les coefficients situés
a la méme place sont égaux.
On note alors A = B.

Exemple
a =

a b _(1 1) )bo="1
cd) \ 2 —4 c=2

=4

1.2 Opérations sur les matrices & n lignes et p colonnes

1.2.1 Multiplication d’une matrice par un nombre réel

Définition

Soit A = (a;;) un élément de M,, ,(R).

On appelle produit de A par le nombre réel A I'élément de M, ,(R) noté A\A défini par :

M = (a;;) o Vie[l,n], Vjel,p] a;=Nay;

1,J
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Remarques

1. Autrement dit pour multilier une matrice par un nombre réel A on multiplie tous les
coefficients de la matrice par ce nombre réel \.

2. Lorsqu’on multiple une matrice par un réel on obtient une matrice de méme taille.

3. Lorsqu’on multiple une matrice par un réel, celui-ci s’écrit & gauche de la matrice.

Exemples
1 3 2 6 -2 0 -1 2 0
212 2 | =14 4 -1 -1 4 3 |= 1 -4 -3
3 1 6 2 0 2 -3 0 -2 3
1 3
7 1 LY 1/ 2 3 4
3 52 4\ -3 =8 10
4 2
Proposition

Soit A € M, ,(R), X et u deux réels

IA=A et ANpA) =AxpA

1.2.2 Addition de deux matrices

Définition

Soient A = (a; ;) et B = (b; ;) deux éléments de M, ,(R).

On appelle somme de A et B I'élément de M, ,(R) noté A + B défini par :

A + B = (C@j) ol VZ - [[1,71]], V] - [[1,]7]] Ci,j = ai,j —I— bi,j

Remarques

1. Autrement dit pour additionner deux matrices , on additionne entre eux les coefficients situés
aux meémes places

2. On ne peut additionner que deux matrices de méme taille et la somme est une matrice de
méme taille.

Exemples

1.

123Y, (7 8 9Y\_(8 10 12

45 6 10 11 12 )~ \ 14 16 18
10N (0 1Y, (00), (00 _(ab
“Vo o 0 0 ‘L1 o 01) ¢ da
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Proposition

Quelles que soient les matrices A, B et C' de M,, ,(R) et les réels X et p
e A+ B=B+ A e M(A+B)=MA+)\B
e (A+B)+C=A+(B+C) e A+ C=B+C& A=DB
e 0+A=A4+0=A4 e (A+B)=—A-B
e A+ (-A)=(-A)+A=0
e A+ uA=XA+puA

1.2.3 Multiplication de deux matrices

Pour le produit, on ne multipliera pas entre elles que des matrices de méme taille, mais on aura
d’autres conditions de "compatibilité" pour que le produit existe.

Définition
Soient A = (a; ;) une matrice de M,, ,(R) et B = (b; ;) une matrice de M, ,(R).
On appelle produit de A et B I’élément de M, ,(R) noté A x B défini par :

p
Ax B = (C@j) ou Vice [[1,71]], VJ c [[1, CI]] Cij = ai7lbl7]’ + ai72b27j + ...+ ai,pbp,j = Zai7kbk7j
k=1

Disposition pratique des calculs :

)
b1,1 . bl,j .. bl,q
br.1 .. by, j e br.q B
bp,l bp,j bp,q )
( )\
i - Akt Qip C11 C1,5 Clq

A Gy o @ e Gy ca e g AB

an’l oo a/nd . e a’mp Cn,l Cn’j cn,q )

Cij = inb1j + Gighoj + .. 4 aiphy

Le terme c; ; s’obtient en faisant le produit de la i-iéme ligne de A par la j-iéme colonne de B.
Remarques
e Attention 'ordre d’écriture des deux matrices est important.
e En général A et B sont de taille différentes et AB a encore une autre taille.
Le produit AB de deux matrices n’est possible que si le nombre de colonne de A est égal au
nombre de lignes de B.
on obtient alors une matrice ayant autant de lignes que A et autant de colonnes que B.
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Exemples

1 0 1

1. Soit A = 12 -1 € M, 3(]R) et B = -1 1 2 € Msj 3(R)
01 -2 ’ 3 _9 0 ’
Le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B donc le produit AB existe et

1 0 1

-1 1 2 B
3 =20
12 -1 -4 4 5

N 1) (75 5)p

Par exemple le terme d’indice 2,1 de AB vaut
Ox14+1x(=1)+(-2)x3=-7

Le produit BA n’existe pas.

11 1 2
2. PosonsA-(O O)etB—(_l _2>.

1 2 1 1
(4 25)p (0 a)f
11 0 0 1 2 1 1
Hoo) Co o) 204 %) (4 4)pe
Les deux produits AB et BA existent par contre
AB # BA

On dit que le produit matriciel n’est pas commutatif.
On remarque également que 'on peut avoir AB =0 avec A #0et B#0

3.
1
2
3
1 0 2 7
3 -1 1 4
3 —2 1 2
Exercice 1 :
12 3 01 -1
1.OnposeA:<456>; B=|23]; X=| -2 et Z=(-1 -2 =3)
4 5 -3

Calculer, lorsque c¢’est possible les produits suivants :

AB, BA, AX, XA, AZ, ZA, BX, XB, BZ, ZB, XZ, ZX

2. On pose M = ( 1 ; ) Calculer M x M
1 000
0100

3. On pose N = 0011 | Calculer N x N
001 2
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1 0 -2 1 0 0
4. Onpose A= 2 -1 4 Xi=10 Xo=1| 1 Xs=10
3 -2 3 0 0 1

Calculer les produits suivants
AXy, AX,, AXj

Que constate-t-ton ?

Proposition : propriétés du produit matriciel

Soient A B et C trois matrices a coeflicients réels et soit A un réel.
e Si les produits AB et AC sont possibles, on a :

A(B+C) = AB + AC

Si les produits AC et BC' sont possibles, on a :

(A+ B)C = AC + BC

Si les produits AB et BC' sont possibles, on a :

A(BC) = (AB)C

Si le produit AB est possible, on a :
(M)B = A(AB) = A\(AB)

e SiA=00u B =0alors AB =0.

2 Matrices carrées

2.1 Matrices carrées d’ordre n - Ensemble M, (R)

Définition

e On appelle matrice carrée d’ordre n toute matrice & n lignes et n colonnes.
e L’ensemble des matrices carrées d’ordre n est noté M, (R).

e Les coefficients a;; d'une matrice carrée A (pour lesquels U'indice de colonne est égal a
'indice de ligne) sont appelés coefficients diagonaux de la matrice A.

(a11,a22,...,ann) est appelée diagonale de A.
Exemples
1 2 3
1. A= 4 5 6 | € M3(R) est une matrice carrée d’ordre 3.
7 8 9

Ses coefficients diagonaux sont 1, 5, 9

2. B= ( CCL Z > € My (R) est une matrice carrée d’ordre 2.
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Définition : matrice identité

La matrice identité d’ordre n est la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux valent
1. Cette matrice est notée I, ou tout simplement I s’il n’y a pas d’ambiguité sur la taille de la

matrice.
10 --- 0
0 1 0
On a donc I, = .. .
00 - 1

2.2 Opérations sur les matrices carrées
2.2.1 Addition et multiplication de deux matrices carrés

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n (ie de M,,(R)) et A un réel.

A+ B e M,(R)

M € M, (R)

les deux produits AB et BA existent avec AB € M,,(R) et BA € M,(R).

Attention, on rappelle que le produit sur M,,(R) n’est pas commutatif :

en général AB # BA

Le produit sur M,,(R) n’est pas intégre :

Iégalité AB = 0 n’implique pas A=0ou B=0

de méme les égalités AB = AC ou BA = C'A n’impliquent pas nécessairement B = C'
e Les propriétés du produit matriciel énoncées page 6 sont valables dans M, (R).

Exercice 2 :
1 2 3 1 00
Onpose A= 0 —1 4 Jetlz3=| 0 1 0
5 2 0 0 01
Calculer les produits Al; et I3A.
Proposition

Soit A € M,,(R) et [,, la matrice identité de M,,(R).
Al,=1,A=A

On dit que la matrice identité est ’élément neutre pour le produit dans M, (R)

2.2.2 Puissances n-iéme d’une matrice

Etant donné A € M,,(R) on définit les puissances de A comme suit :
o A'=1,
o Al=A
e Vp>2 AP =Ax Ax...x A (produit de p facteurs A).
On a les propriétés habituelles de calcul sur les puissances entiéres :
o V(p,q) € N?, AP x A1 = Artd
o V(p,q) €N, (AP)I = AP
e Si AB=BAalors VpeN, (AB)? = APB?P
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3 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

e Soit (S) le systéme linéaire a n équations et p inconnues

a1,17 + a1,2%2 + -t Q1 pTp = Y1
a2171 + A22%2 +-F A2 pTp = Y2
S .
Up,1 Ty + Ap2T2 + + + Anplp = Yn
a1 Qir2 -+ Aip
Q21 Q22 - dzp
e On note A = . . ) € M, ,(R)
Gp1 AGp2 - dpp
T n
To Y2
X = , EM,(R)etY = i € M,1(R)

A est appelée matrice du systéme (S), X le vecteur colonne des inconnues et Y le vecteur
colonne des seconds membres.
e Avec ces notations, le systéme (S) s’écrit :

aiy Giz -+ Ay ot Alp x hn
Gz,1 Q22 -+ Q25 -+ Q2p T2 Yo
= ’ cest adire AX =Y
;1 Qi Qg Qyp Z; Yi
Gp1 Qp2 *** Gpj < Gpp Tp Yn

L’écriture précédente est appelée écriture matricielle du systéme (S).

Résoudre (S) c’est trouver I'ensemble des matrices X € M, ;(R) vérifiant AX =Y.

Exemple
r —y + z =4
On considére le systéme : ¢ 3z + 2y — 2z =-—1
20 — 4y + bz =2
1 -1 1 T 4
Onpose A=13 2 -1 ], X=|y |letY=] —1
2 —4 b z 2

Alors I’écriture matricielle du systéme est AX =Y
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Exercices : Calcul matriciel.

1 ) Calculer lorsqu’ils sont définis les produits AB et BA dans chacun des cas suivants :

0 0
1.A:(1 0), B=101

0 0 3 9
0 2 1
22.A= 1 1 0 ,B:(_Zl(l);)
-1 -2 -1
12
3. A= 11 ,B:(_;igé)
0 3

Exprimer en fonction de A et B les matrices

A% AB, BA et B

3 ) On considére la matrice

2 =21
A= 2 =3 2
-1 2 0

1. Montrer que A? = —2A 4 31.
2. Déterminer une matrice B telle que AB = BA = 1.

4 ) Soient A, B € My(R) les matrices définies par :

3 -1 0 1
A:(—z 0) “ B:<3 2)

Comparer les deux matrices (A + B)? et A% + 2AB + B.

5 ) Soient

=) =G ()

Montrer que B € My(R) commutent avec A, c’est & dire que AB = BA si et seulement si il existe

deux réels a et b tels que B = al + bJ

6 ) Déterminer deux éléments A et B de My(R) tels que AB =0 et BA # 0
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7)

1. Résoudre le systéme linéaire :

r + y + 2z =
2y + 3z =
2. On pose
01 2 x
A= 1 1 2 X=1uy et Y =
0 2 3 z

Déterminer une matrice B € Mj3(R) telle que :

X =BY

8 ) On définit la matrice A par :
5 —6
(1)
On considére les matrices a coefficients réels B et C' définies par :
3 —6 2 —6
o-(12)e-(1 )
1. Calculer BC , CB, B? et C?

2. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul :
B"=B, C'=(-1)"'C

3. Vérifier que l'on a :
A=3B-2C

et
A2 =5A — 61

ou I est la matrice carrée unité d’ordre 2.

4. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n :

A"=3"B -2"C
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9 ) On considére les matrices

(16 (3 (-3
A_<1 0), , et B—(O) et L—(_%>

On considére la suite (u,),en définie par ses deux premiers termes uy = —3 et u; = 1 et pour tout
entier naturel n, par la relation :
Upt2 = Upt1 T 6un +3

1. Calculer us et us.

On pose pour tout entier naturel n, X, = ( UZH >
n

2. Montrer que pour tout entier naturel n on a X, = AX,, + B.
3. Vérifier que AL+ B =L

4. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a : X, = A"(Xo— L)+ L

1
0 - 0
4
10 ) On considére la matrice A suivante : | 1 % 1
1
0 - 0
4

‘ 1
1. Calculer A2, A® et montrer que : A3 = §(A2 + A)

2. Prouver, par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul, il existe des réels a,, et b, tels

que :
pt1 = bn + san
A" = a, A? + b, A avec 1 2
bn-‘,—l = éan

Donner a; et by

3. Montrer que pour tout n non nul : a, + b, = 1.
1
En déduire que : b, 1 = _ibn + 5
4. Exprimer alors b,, et a,, en fonction de n.

5. Donner explicitement les 9 coefficients de A"
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