Lycée Brémontier

ECT®R .
Mathématiques
Automatismes et calculs : calcul intégral
-corrigé-
Exercice 1
On note F une primitive de f sur |0, o0
1
1. f(z) =32% + 51‘3 — 7z + 1 donc
51 4 2 3 1 7
F(x):3><%+§x%—?x%+x:gx5+§z4—§x2+:c
2. f(z) = 23 — 222 + 3x donc
zt x3 2 2t 2, 3,
3. f(z) = _2 donc
. =7
F(z) = -2 x 2v/z = —4y/x
1
4. f(z) = o 2z donc .
1 T 1
Fle) — — - _ @ _ 2
@) =5 2 T 22
4 1
5 f(x)—?—fdonc )
F(z)=4x — —In(z) = —— — In(x)
Exercice 2
On reconnait & chaque fois une des formes usuelles
un+1 'I.L/ /
wu" — ST - In(u), NG — 23/u, u'e — e,
!
1. Avec u(z) =2 +let v/ (z) =21 : f = % = u'u~2, donc
u™t 1
F = — = ——
@)= =7 =7
2. Avec u(r) =23 +x+2et v/ (z) =322 +1: f = v'u, donc
u? (23 42+ 2)?
Flz)=2 =
(@) = 5
1 2 1 !
3. Avec u(z) =22 +1>0et u'(x) =2z : f( ):§>< x2j—1 zﬁx%,donc
F(z) = = In(2® + 1)
4. Avec u(x) = 22 — 1 et u'(x) =22 : f( ):§>< 2 uw'u*, donc
' ’ 27 (22 —1)* ’
3wl 1
Fla)=2x% =
(@) =35> = 2022 — 1)3

(sur tout intervalle ne contenant ni —1 ni 1).



1
5. Avec u(z) = §$2+$— letu(z)=2+1: f=vu? donc

41 /1 :
F(x)zu:<2x2+x—1>

7 Avecu(x):x2+1>Oetu’(x):2x:f:ﬁ,donc
F(z)=2vaz2+1
4 3 4
a9 1) — _ = _*. %
8. Avec u(z) =3z —2et v/ (z) =3 : f(2) 3 %33 3><u,donc

(soit F(z) = gln(iix —9) sur ] §;+oo[).

9. Avec u(r) = 2% et v/ (2) =2z : f(x) =

10. Avec u(z) =e"+1>0et u/(z) =€ : f = u—, donc
u

F(z)=In(e” +1)

Exercice 3

-1

11 11 2 8
=(z+--1-1)—(-24>-141)=2-2=-2
(5+4 ) (5+4 +> 5 5

o Avec u(z) = 22, v/(x) = 27 :

1 ) 5 4 1
oIl—/(x4+xd2x1)d:c—[+x2x}
—1

! z? w21 1 0
I, = 2xe dm:[e ] e —e'=e—1
0 0

!
1
e Avecu(r) =22+ + 1,/ (2) =2z +1: U—Q a pour primitive ——, donc
u u

2 2
20+ 1 1 1 1 —347 4
I3:/ 2$2dgj:|:—2:| = —= 4 == = —
1 (@2+x+1) 22+ +1], 73 21 21
1 u?
e Avec u(z) = In(x), v'(z) = e u'u a pour primitive = donc
3 In(z) (In(z))2]> (n3)2 1 (In3)2—1
I4 = dl’ = = — - =
. @ 2 |.” 2 2 2
T /2 2z+1g L ooui ' 51 e’ —e
[} = = | = = - — —e =
=/ e z=|5e ) 5¢ ~ 53¢ 5
o Avec u(x) = 2* +1> 0, v/(z) = 42° :
2 3 2 3 2
x 1 4z 1 In(17) In(17)
Is = ——dz = - ———dz = |-1 4 1 = -
¢ /_2x4+1m 4/2m4+1aj {4 n<x+)}2 1 1




(ce que l’on pouvait prévoir : la fonction intégrée est impaire et 'intervalle est symétrique par rapport a 0).
e Pour n € N :

1 1 n+1 n+271 1 1 1
17 :/ z"(1 —z)dz :/ (" — 2"t da = {x _Z ] = - =
0 0 n+1l n+2, n+l n+2 (n+1)(n+2)

Exercice 4

2 3 2 2
t 3t 8
OIlz/(t2—3t+2)dt={—+2t] =——64+44=—=
0 3 2 0
! 1 1
012:/ e*tdt:[fe*t]oz—e’1+1:177
e

0
e Avec u(t) =e'+1>0,u'(t) =€ :
1 )
Is = /0 mdt = [In(e" + 1)]0 =1In(e+1) —In(2)

o Avec u(t) =t*+t+1>0sur [0,2], u/(t) =2t +1:

2 2t41 ) 2
I :/0 = [In(t? +t+1)], = In(7) — In(1) = In(7)

o Avec u(t) =1 —t2 u/(t) = -2t :

1 1 1
1 2 1 2 1 e e—1
I = tlitzdt:_,/ _2t 1-t dt: _ = 1—t _ _ - g
5 /0 © 2 0( Je 2¢ 273 2

/ -2

o Avec u(t) =t +t+3,u/(t) =2t +1: % = v/u~? a pour primitive u_—2, donc
Lot 1 ' 1 1 1 1 -9+25 8
L= 2T qr=|- - i S T B L
o (B24+t+3)3 202+t +3)2], 2x25  2x9 50 18 450 225
Exercice 5
1. Pour tout z différent de —1 et de 5 :
o, b a(-x+5)+bx+1) (b—a)z+5a+b
r+1 —z+5  (z4+1)(—z+5) = —a2+4x+5
1
car (x +1)(—z +5) = —22 + 5z — 2 + 5 = —2? + 4z + 5. Cette expression est égale & T2 dn g oW

tout x si et seulement si

b—a=0 — b=a — a=
S5a+b=1 6a =1 b—

D =

2. En utilisant la question précédente :

2 1
/27‘193:
o —r*+4x+5

2
1 1 | 2
/O (x+1+_$+5)dx6[ln(x+1)ln(m+5)}o




Exercice 6

1. Pour tout réel ¢, ! > 0; en multipliant le numérateur et le dénominateur par e’ :

F(t) = 1 B et B et e
T et 24 et et (et +2+e?) T e2t 4 9t 41 (et+1)2
/
1
2. Posons u(t) = €' + 1; alors u/(t) = ¢’ et f = % = u/u "2, dont une primitive est - Ainsi, pour a < b :

b t b
e 1 1 1 1 1
(@?) / (e +1)2 { et+1]a Sl el Tter It

3. La fonction f est continue et strictement positive sur R, et a < b : J(a,b) est donc aire, exprimée en unités
d’aire, du domaine du plan délimité par la courbe représentative de f, 'axe des abscisses et les droites
d’équations x = a et x = b.

Exercice 7

e Les fonctions u : # + z et v : x — —e~% sont de classe C! sur [0, 1], avec v/(z) = 1 et v'(x) = e~ *. Par
intégration par parties :

1 1 1 1
Ilz/xe J“dav—{—aje 1} +/eldx——el+[—6_“}
0 0 0 0
2
=—e! el+1—1fg
e Avecu(z) =z — 1,4/ (z) =1, v/ (z) =e 3 et v(z) = —e™ 3"
1 1 1 1
IQ—/ (x—1)e 3%dz = [(ml)e?’m} + / 3%y
0 3 o 3Jo
1 3
1 1 1 1 3+1-e 2+e
—(0—Z) 4|2 =—Z4-(1-e?) = = -
( 3>+3[ 3¢ L 5 ) 9 9
! 1 / 2 x3
e Avec u(x) ln(m),u(m‘):;,v(m):x et v(m)z;:

I—/e ?In(z)dz = | — /—x— —3_1/e 24
= = =
3 1m z)dx 1 133 T

e? 1 wge_é et —1 36 —e3+1 2¢3 4+ 1
3 . 3

9 9 9

Exercice 8

2
Soit A > 1. Les fonctions u : x — In(z) et v : 2 = —— sont de classe C' sur [1, A], avec v'(z) = ~ et v'(z) = —.
x x x

Par intégration par parties :

A A A
41 21 2 1
IA:/ “gx)dm: [_ néx)} +/ = x —dz
1 T T 1 1 T T

A A
_ ) +0+2/ v—tdz = — 2 L [—i}
1

A2 A? 222 |,
2In(4) 1 1 2In(4)
e ettt T
o1 . . . In(4)
Enfin AET&E = 0 et, par croissances comparées, A1—1>IEOO = 0. Donc
lim I4=1



Exercice 9

1 1
Pour tout = € [1, 2], rrl >0etln (H) =In(z + 1) — In(z). Posons u(z) = In(z + 1) — In(z) et v(z) = = : ces
x x

fonctions sont de classe C! sur [1,2] et

Par intégration par parties :

/12111 (T ae - [x(1n<x+1>—1n<x>)}j—/12m (5-1)a
= (2In(3) - 2In(2)) — (In(2) - In(1)) _/12 (Iil - 1) dz
x—(z+1)

2

2
1
=2In(3) — 31n(2) +/1 o 1d:]s

/12 xi —dr = [ln(x—l— 1)}2 = In(3) — In(2)

1

donc

/2 In (x i 1) dz = 21n(3) — 31n(2) + In(3) — In(2) = 31n(3) — 41n(2)
1 x

Exercice 10
1. La fonction u est dérivable sur ]0, +o0o[ comme composée de fonctions dérivables, et pour tout x > 0 :

u'(r) =2 x % x In(x) = 211;(95)

2

1
2. D’aprés la question précédente, n(z) a pour primitive sur ]0, +oo[. Comme
T
z 1+1In(z x 1 In(x
v 1) e 1 )
4 T 4 =z T
2 (In(z))? z 1+ In(z)

est une primitive de z — 1 +

la fonction G définie sur ]0, +oo[ par G(x) = % +1In(z) +
x

Par conséquent :

e? 1 1
=(=+1+=)—-(=+0+0
(8+ +2) (8+ +)
1 eE+12-1 411
8 8 8




