Lycée Brémontier

ECT2

Mathématiques

Devoir maison numéro 1

Exercice 1 : ESC 2015

1. (a)

eOna lim (z+1)=+0c0

T—+00
1
par croissances comparées (la puissance 'emporte sur le logarithme) :  lim n(z) =0.
r— 400 €T
Donc, par somme,
o T8 = 400
eOna lim (x+1)=1.Deplus lim In(z) = —co et lim z =07,
z—0t z—0t z—0t
. . In(x)
donc par quotient lim =—
r—0t T
Par somme,
lim f(x)=—o0
z—0t f< )
In(x)
Pour tout x > 0, f(z) — (v +1) = , donc
T
) . In(x)
Donc
’ la droite (D) d’équation y = = + 1 est asymptote oblique & C en + oo ‘
. . , i In(z)
La position de C par rapport a (D) est donnée par le signe de f(x) — (x +1) = )
x
Sur |0, +o00] on a :
z 0 1 +00
In(z) — 0 +
x + +
flx) = (z+1) - 0 +

e Sur |0,1[: f(z) — (x4 1) <0, soit f(z) < x4+ 1, donc

’ C est en dessous de (D) sur ]0,1] ‘

e Sur |1, 4o0[: f(z) — (x +1) >0, soit f(z) >z + 1, donc

’ C est au-dessus de (D) sur [1,+o0[ ‘

(les deux courbes se coupent au point d’abscisse 1, ot In(1) = 0.)



2. (a) La fonction g est dérivable sur |0, +oof et

1 222-1
g(x)=2r——= :1: .
x x
Or 1 1 1
202 —1=0 = 2’=2 <<= r=—— ou z=——,
2 V2 V2
et seule la seconde racine appartient & )0, +o0o[. Comme x > 0, ¢/(x) est du signe de 222 — 1 :
1
z 0 V) +o0
272 — 1 - 0 +
x + +
g'(x) - 0 +
+00 +00
. \ /
1
s()

Ainsi

P . L . L
g est décroissante sur }0, \/5} et croissante sur [ ok +oo[

(b) On calcule

—

et comme In (\/5) =

() () m() L)
1
2

3 1
e Comme 2 > 1, on a In(2) > 0, donc 5t5 In(2) > 0.

1
e D’aprés le tableau de variations, g admet g <\/§> pour minimum sur |0, +oo[. Ce minimum

étant strictement positif,

’ g est strictement positive sur ]0, +o0[ ‘

1
(c) La fonction f est dérivable sur |0, +o0o[ et, en dérivant le quotient n(z) :
x
L 2 —In(z) x1
g rT e 1-1 2+1-1
f,(l'):l‘f’x 5 :1+ zl(x):‘r + 5 n(.’[‘)’
x x x

soit




(d) Sur 0, 4o00|, g(z) > 0 d’aprés la question 2.(b) et 2 > 0, donc f(x) > 0 : la fonction f est

strictement croissante sur ]0, +00[. Avec les limites de la question 1.(a) :

T 0 « —+00

f'(=) +

—0o0

3. La tangente (T') a C au point d’abscisse 1 a pour équation

y=f W -1)+f(Q1).

Or
In(1) g(1) 12+1—1In(1)
f)y=1+1+ 1 =2 et f(1)= Th E =2.
Dou y = 2(x — 1) + 2, c’est-a-dire
’ (T): y=2x ‘

4. (a) Sur ]0,+o00[, f est continue et strictement croissante, et

f(]O,—l—oo[):] lim f(x), lim f($)[:]—oo,+oo[.

z—0t r—+00

Comme 0 appartient & cet intervalle image, le théoréme de la bijection donne

’ I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur |0, +oo| ‘

(b) On calcule

Avec In(3) ~ 1,1 :
1 4
f<> ~ §—3>< 1,1~1,33—-33~ —2,03 <0.

On a donc
(3) < fler < s,

et comme f est strictement croissante, elle conserve 'ordre :

1< <1
-<a
3

(c) Le programme détermine par dichotomie une valeur approchée de a a 0,001 prés :

a chaque

tour de boucle, U'intervalle [a,b] contenant « est divisé par deux, et la boucle s’arréte lorsque

b—a < 0,001. Donc

’ 0,4869792 est une valeur approchée de v & 0,001 pres, i.e. | — 0,4869792] < 0,001 ‘

3



5. Allure de C, de son asymptote (D) et de la tangente (7') au point d’abscisse 1 :

6. (a)

_9 a ~ 0,487

Le programme complété est le suivant :

import numpy as np
n=int (input (’entrer la valeur de n :’))
u=1
for k in range(l,n+1)
u=u+l+np.log(u)/u
print (u)

D O W N

Soit P(n) la propriété : «u, = n+ 1».
Initialisation : up =1 et 0+ 1 =1, donc ug > 0+ 1 et P(0) est vraie.

Hérédité : supposons qu’il existe un entier n > 0 pour lequel la propriété est vraie, c’est-
a-dire u,, > n + 1. Comme f est croissante sur |0, +oo],

1 1 1 1
flun) = f(n+1),  avec  flup) =upt1 eb fntl) = n+1+1+n?(171+1) - n+2+n7(zn—:_l)'
| 1
Orn+12>1,doncln(n+1) >0 et M > 0. Ainsi
n+1
In(n+1)

Upt1 2N+ 2+ >n+2=Mn+1)+1,

n+1
et P(n + 1) est vraie.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence,

VvneN, wu,>n+1




(c) e Pour tout n € N,

In(u In(u
Unt1 = flup) =up, + 1+ ( n>, donc Upt1 — Up = 1+ ( n)
Up, Unp,

In(uy,)

Un

Or u, > n+ 1, en particulier u, > 1, donc In(u,) > 0 et > 0. Ainsi up41 — up 2 0,

c’est-a-dire upy1 = Uy -

’ la suite (u,) est croissante ‘

e De plus lim (n+1) =400 et u, = n+ 1, donc par comparaison
n—-+o0o

n—-+o0o

lim wu, = +oco ‘

Exercice 2 : Ecricome 2011

1. Domaine, parité et limites

(a) e La fonction exponentielle est définie sur R, donc f est définie sur R :

e [’ensemble de définition de f est symétrique par rapport & 0.
Soit x € R; alors —z € R et

soit

| f(=w) = —f(@) |

La fonction f est donc impaire, et sa courbe Cy est symétrique par rapport a l'origine du repére.

T

(b) eOna lim e =+4ocoet lim e * =0, donc par différence

T—r—+00 T—+00

xEI—&I-loo f(x) =t




2. Variations et signe de f

(a) Pour tout z € R, f est dérivable comme différence de fonctions dérivables sur R, et

flx)=¢"—(—e77), c’est-a-dire fl(x)=e"+e "

(b) Pour tout z € R, e* > 0 et e~* > 0, donc f'(z) > 0 : la fonction f est strictement croissante sur R.

De plus f est impaire, donc

x —00 0 +00
f'(z) +

(c) On a
fO)=e—e=1-1=0.
Comme f est strictement croissante sur R et s’annule en 0, elle est strictement négative avant 0 et
strictement positive aprés :

T —00 0 +o00

f(x) — 0 +

(d) La tangente (1) a Cy au point d’abscisse 0 a pour équation

y = f'(0)(x = 0) + £(0),

avec f(0) =0et f'(0) =e’+e%=1+1=2. Donc

’(T): y:2x‘

3. Convexité et tracé

(a) La courbe C¢ admet un point d’inflexion en (a, f(a)) si f” s’annule et change de signe en a.
Or f’ est dérivable sur R et

flla)=e"—e" = f(z)

Donc f” est du signe de f, déterminé a la question 2.(c) :

T —00 0 400
f(x) - 0 +
convexité de f | f concave f convexe




e f” g’annule et change de signe en

0, donc

le point de coordonnées (0,0) est un point d’inflexion de C;

e Sur |—00,0[, f”(x) < 0 et f est concave; sur |0, +oo|, f’(z) > 0 et f est convexe.

b) Le point d’inflexion étant en 0, la courbe C¢ traverse sa tangente (717) en ce point : elle est au-dessous
f
de (T) sur |—o0, 0] et au-dessus sur |0, +00].

—Cy
- (T):y=2x

4. Résolution de 1’équation (FE,) :

f(x)=mn

point d’inflexion

(a) La fonction f est continue et strictement croissante sur R
lim f(z)=—-occet lim f(z)=+o0:
T——00 T—+00

elle réalise donc une bijection de R sur f(R) = R.
Comme n € N C R, n appartient & U'intervalle image et

’ I'équation (E,) : f(x) = n admet une unique solution, notée wu,,

Pour n = 0, 'équation (Ey) s’écrit f(x) = 0. Or f(0) = 0, donc

(b) Soit n € N*. En utilisant e™(® = ¢ pour a > 0 :

£ (In(n)) = en(n) _ p=In(n) _ eln(%) o l’
n
1
— In(2n) _ _—In(2n) _ S
f(hl(QTL)) € e 2n o™
it | () =n—~ et f(n@n)=2n— —
SO n))=mn - e n)) = 2n o




1
Pourn>2lonan——<n,et2n— —>2n < n> — < 2n2>1,cequiestvrai.
n 2n 2n
Donc . 1
n—— < n < 2n— 2 c’est-a-dire f(In(n)) < f(un) < f(In(2n)) .
n n

Comme f est strictement croissante sur R, elle conserve l'ordre et sa réciproque également, d’ot

’ In(n) < u, < In(2n) ‘

Enfin lim In(n) = +o00, donc par comparaison
n——+00

lim wu, = +oco
n—-+4o0o

(¢) Soit n € N. L’équation 2

Son discriminant vaut

—nz — 1 =0 est une équation du second degré d’inconnue z.

A=(—n)?—4x1x(-1)=n*>+4>0,
donc 'équation admet deux solutions réelles distinctes :
n—vn?+4 n+vn?+4

= — t pu—
I 5 (S T2 5

Comme n? +4 >n?etn >0, on avn2+4 > n, donc

’:E1<0 et x9>0

(d) Soit n € N. Comme e* > 0, on peut multiplier par e sans changer les solutions :
(Bp) <= e"—e"=n <= e"—e"—n=0
— " (e"—e " —n)=0
= (®)’ —e"xe T —ne® =0
= (*)? —ne®—1=0 (car e® x e =1) .

En posant t = e®, ’équation devient t> — nt — 1 = 0, dont les solutions ont été déterminées a la
question précédente. Donc

. n—vn?2+4 . n+vnt+4
(Bp) <— ¢*=——— ou &f=———.
2 2
n—vn?+4
Or —————— < 0 et une exponentielle est strictement positive : la premiére équation n’a pas de

solution. Il reste

(B) e o= MEVPHL x_ln<"+ WH)

2 2

d’ou

2

<n+\/n2+4>
u, =In [ 2TV T2

0+2
On retrouve bien up = In (;) =In(1) = 0.
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Exercice 3 : Ecricome 2012

1. Etude de (uy)ns0

(a)

Le programme complété est le suivant :

n=int (input (’entrer la valeur de n :’))
u=float (input (’entrer la valeur de u0 :’))
for k in range(1l,n+1):

u=ux**2/(2xu-1)
print (u)

O W N

Soit > 1.
o1 < f(z) <= f(xr)—1>0.0r

x? 1_.T2—(21'—1)_.%'2—2.%'+1_(1'—1)2

Tor—1 o — 1 2w —1 2w —1°

flz) -1

Siz>1,alors (r —1)2>0et 22 —1>0, donc f(x) —1>0et

1< f(2)
1 1
.f(g;)g”“’; <:>x; ~ f(z)>0.Or
r+1 (@) r+1 x? (x+1)(2z—1)— 222 222 —x+22—1- 222 x—1
— xT) = — = = == .
2 2 21 22z — 1) 22z — 1) 2(2z — 1)
. z+1
Siz>1,alorsx—1>0et 2z —1>0, donc 5 — f(z) =2 0et
r+1
s <3

Soit P(n) la propriété : «u, > 1».
Initialisation : ug € [1, 00| donc ug > 1, et la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : supposons qu’il existe un entier n > 0 pour lequel la propriété est vraie, et montrons
qu’elle Pest encore au rang n + 1. Par hypothése de récurrence u,, > 1, donc d’aprés la question
L.(b), f(un) = 1. Or f(un) = upt1, donc up+1 =1 et P(n+ 1) est vraie.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence,

vn € N, un>1‘

Soit n € N. Comme u,, > 1, I'inégalité de la question 1.(b) appliquée & = u,, donne

1
Flomn) < “E2 ot

Up + 1
2

VneN, upp1 <




1
(d) Soit P(n) la propriété : «1 < u, <1+ 2—n(u0 —1)».

Initialisation : ug > 1 et

1
1+@(U0—1):1+U0—1:U07

1
donc 1 <up <1+ E(uo — 1) et P(0) est vraie.

Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu’elle I’est encore au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence

d’otl, en ajoutant 1 :

puis, en divisant par 2 :
Up + 1 1

N

Up + 1

Or up41 < et up4+1 = 1 d’apres la question 1.(c), donc

1
1<Un+1<1+ﬁ(u()_1)

et la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence,

VneN, 1<u, <1+ —(ug—1)

(e) On utilise encadrement précédent.
D’une part lim 1=1.
n—+oo

D’aut tl—ln 1<1<1d li 1n—0t
autre part o = | 5 | avec 5 ydonc lim (o] =0e

. 1
o (1 g luo - ”) =1L

D’aprés le théoréme d’encadrement, (u,) converge et

lim u, =1
n—+o00

2. Asymptote a Cy
(a) Il s’agit d’une forme indéterminée que 'on léve en factorisant par les termes de plus haut degreé :
2 2

IEI—iI—loo )= xgr—‘{loo 2x —1 xEI—Poo 2w xgr-lr—loo 2 too, so1t J:EI—ir-loo f(&) = +oo

10



(b) e Pour z > 0,

x
f(ac): 20— 1 _ z? __ T
x x 2z —1) 2z-1’
donc
1 1
lim @: lim T lim i:f, soit a=—
z—+00 T x—+o0 20 — 1 T—+00 20 2 2
e Ensuite
1
1 22 1 2?2 — —x(2z - 1) x2—x2+§x —x
fl@) —ar=fl@) —go=5— - 3¥= 2% — 1 T w1 w1
donc
1
. 1 9% 1 . 1
. (f@)—f)—zﬁrfmzx—m soit | b=7
(c) Pour tout z € [1, +o0],
1 1 1(2 1) 1 1 +1 1
1 1 —x 1 57— (22— —r——x+ - -
F) —ar—b= flr)— e to 20 1 2" 4 _2" 2" "4 4
2 4 2 — 1 4 2 — 1 20 — 1 20 — 1
donc un tel réel ¢ existe et
1
=
(d) De ce qui précede,
1 1
L1\ 4 . . | T N N
flz) = <2$ + 4> =1 ot :vllg-il-loo (f(x) <2$ + 4)) N xEI-II—loo 2 0.

1 1
la droite (D) d’équation y = 5% + 1 est asymptote oblique & Cy en + oo

1 1
Pour obtenir la position relative de Cy par rapport a (D), on étudie le signe de f(x)— <2:1: + 4) ,

c’est-a-dire de 1/4 .
z—1
1 1 1
Or, sur [1, +o0], 1 >0et 2z —1>0, donc f(x)— <2x+ 4> >0 et

Cy est au-dessus de (D)

3. Variations de f

(a) Soit x € [1,+o0o[. La fonction f est un quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas sur [1,+oo[, donc f est dérivable et

222z —1)—a? x2  4a® -2z — 227  22% -2

f@ 2e—-12 (Qe-1?  (2z-1)%

soit

poy 2x(x—1)
fiz) = @z 1)

11



(b) Sur [1,4+occ[on a2z >0,z —1>0et (22 —1)2 >0, donc

f'(z) >0 et f estcroissante sur [1,+oo|

(c) La tangente (T') a Cy au point d’abscisse 1 a pour équation y = f'(1)(z — 1) + f(1), avec f(1) =1
et f(1) =0 : c’est la droite horizontale d’équation y = 1.

4. Etude d’une réciproque
(a) f est continue et strictement croissante sur [1,+oo[, avec f(1) =1et lim f(z) = +oc.

r—r+00
Donc f réalise une bijection de [1, +o0[ sur

| £ ([1,+o00]) = [1,+00] |

(b) Soit ¢t > 1. L’équation 22 — 2tz +t = 0 est une équation du second degré d’inconnue .
Son discriminant vaut

A= (=2t)> —4x1xt=4t> — 4t = 4t(t — 1).

Commet > 1,onat—12>=0ett >0, donc A > 0 : I'équation admet deux solutions réelles
(confondues si A = 0, c’est-a-dire si t = 1) :

2t — /4t —1) _ 20— 2/1(t 1)

2 2

x1=t—\t(t—1) et xa=t+\t{t—1)

(¢) Soient t > 1 et x > 1. Comme 2z —1 >0 :

2
flz)=t < 2:13 l =t = 2*=tQ2zx—1) < 2 -2tz +t=0.
T —
D’apreés la question précédente, les seules solutions possibles sont z1 et xo.

t
Or leur produit vaut z1xe =t et xo =t + /t(t — 1) > t, donc z1 = — < 1, avec égalité seulement
x2

x| = et X9

L2+ At - 1)
- . ,

soit

si t = 1 : I'autre solution est strictement inférieure & 1 dés que ¢ > 1.
Ainsi I'unique réel z € [1, +oo[ tel que f(x) =t est

r=t+tlt—1)
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