Chapitre 3
Lycée Brémontier
ECT1

Suites réelles : suites de références - sommes

1 Deéfinitions

1.1 Suites réelles

Une suite numérique est une liste infinie de nombres réels dont chaque terme est numéroté :
a chaque rang n € N correspond un terme numéro n de la suite.
On retrouve la notion de fonction numérique, mais avec une variable n entiére.

Définition

Soit ng un entier naturel donné.
Une suite numérique u est une fonction qui, a tout entier n > ng associe un nombre réel noté
u(n) ou u,.
{neN, n>=n} — R
w(EmEm )
Remarques :

e La suite u est la suite de terme général u,,. Elle est notée (u,) ou (Uy)nsng-
Elle est définie a partir du rang ny.

e u,, est le terme initial (premier terme) de la suite, u, le terme de rang n.

e La plupart du temps ng =0 ounyg =1

Exemple :

On considére la suite u = (2"),,>4.

Le premier terme est uy = 2* = 16

Pour n > 4, le terme de rang n est u,, = 2" :

u =20 =1024  uyy = 2% = 1048576
Le terme de rang n + 1 est u, ., = 2"".
Or 2" =2 x 2" donc Upy1 = 2 X Uy,

Une suite peut étre déterminée :

e de facon explicite :

Soit f une fonction définie sur [0; +oo] .
On peut définir la suite u en posant pour tout n > 0 u, = f(n)
Le terme de rang n peut étre calculé directement.

exemples :

1. Soit u la suite définie pour n > 2 par
U, = V2n—3

On a donc

Us =+/2x2—-3=1 Us = V2 X3 —-3=v3  Upp1 =+2n+1)-3=+2n— 1
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2. Soit u la suite définie pour n > 0 par

2n —1
Uy =
n+1
) 2x0—-1
Le premier terme est ug = ——— = —1.
0+1
2x12—-1 23
Le t d 12 t = = —,
e terme de rang 12 vaut uqo 211 3

Sin > 1, le terme de rang n — 1 vaut
2n—-1)—1 2n-3
(n—1)+1  n

Up—1 =

e par la donnée de ses premiers termes et par une formule de récurrence :

On donne alors les valeurs des premiers termes de la suite et une "régle" qui permet de
calculer le terme suivant en fonction des précédents.

Les termes de la suite se calculent alors de proche en proche.

Pour calculer le terme de rang 17, il faut alors avoir calculer tous les termes précédents.

exemples :

1. On définit la suite (u,)nen par :

U():l
Up + 3
tout n € N, wupyq =
pour tout n , Upil 0 11
On a alors :
4 13

uo + 3 1+3 4 up +3 3+t3 313
U1 = = = — Uo = = = = = —
T oug+1 2x1+1 3 P 2u 41 N 11T 11

2. On définit la suite (u,),en par :

Uy = 1
Uy = 1
pour tout n € N, upi0 = Uptiq + Uy

On a alors :
Uy = urtug = 141 = 2, ug = us+u; = 241 =3, ug = ugtus = 3+2 =5, us = ug+uz = 5+3 =8

3. On définit la suite (u,),en par :

{ ug =0

pour tout n € N*, u,, =u,_1 +n

On a alors

ur =uUp+l =1, us =u+2=142=3, ug = us+3 =1+24+3 =6, uy = us+4 = 14+2+3+4 =10
plus généralement on peut montrer que

pour tout n>1, wu,=14+243+...4+n

Christine Dossal page 2



1.2 Opérations sur les suites

Les opérations usuelles sur les fonctions numériques d’une variable réelle s’appliquent aux suites
numeériques :

Si u et v sont deux suites numériques et A un réel
e u + v est la suite de terme général u,, + vy,
e u X v est la suite de terme général u, X v,,
e )\u est la suite de terme général \u,,.

u u
Si pour tout n € N, v,, # 0, — est la suite de terme général —~.
v Uy,

2 Suites de références
2.1 Suites constantes : u, .1 = u,
Définition

Soit ng € N et (uy)n>n, une suite.
on dit que (uy)n>n, est une suite constante si

pour tout n = ng, Upt1 = Uy

Proposition

Soit ng € N et (uy)n>n, Une suite constante.

pour tout n = ng, Uy = Up,

Exercice 1
On note (pn)nen €t (gn)nen les deux suites définies par : pg = 1, go = 2, et pour tout n de N,

{ Pnt+1 = 2pn + qn
dn+1 = Pn + 2Qn

On introduit la suite (r,),, oy définie pour tout entier naturel n par : r, = pp, — ¢x.
Montrer que la suite (r,,), .y est constante.
En déduire la valeur de r, pour tout entier n € N.

2.2 Suites arithmétiques : u,.1 = u, +r

2.2.1 Définition, expression du terme u, en fonction de n
Définition

Soit ng € N et (uy)n>n, une suite.

on dit que (uy)n>n, st une suite arithmétique s’il existe un réel r tel que

pour tout n = ng, Upy1 = Uy + 7T

alors r est appelé la raison de la suite et u,, son premier terme.
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Exemples :

1. La suite (u,) des nombres entiers naturels impairs est une suite arithmétique de raison 2 :
pour tout n € Ny u, 1 = u, + 2.

: : =3 : : .
2. La suite (u,) définie par { goour tout 7 € N, sy = 11y — 5 est une suite arithmeétique de
raison -9.
Remarques :

e On a pour tout n > ng, U, — u, = r constant ie la différence de deux termes consécutifs
ne dépend pas de n.

e Dans la pratique, pour montrer qu'une suite est arithmétique, il suffit de vérifier que
Unp4+1 — Uy €St constant.

Exercice 2 :
Déterminer si les suites (u,) et (v,) suivantes sont arithmétiques.
Si oui, préciser leur raison.

1. la suite (u,) est définie pour tout entier par u, =7 —6n

par v, =n?—n

n =0
2. la suite (v,) est définie pour tout entier n > 0

On passe du terme de rang n au terme de rang n + 1 en ajoutant la raison 7.

Ug —> Uy —> Uy —> U3 — ... Up—1 — Up, — Up+1
+r +r +r +r +r +r

J/

-—

+nXr
On alors ug = ug + 2r, ug = ug + 3r
Proposition

Soit 7 € R et (u,)nen une suite arithmétique de raison r.

pour tout n € N, wu, =ug+n xr.

Plus généralement
pour n = p, u,=u,+ (n—p)r

Remarques :
e Pour passer de ug & u, on doit ajouter n fois la raison a wuy.
Pour passer de w, & u, on doit ajouter (n — p) fois la raison a w,,.
Par exemple w9 = uy + 67.

Un—1 + Un+1
2
chaque terme est la moyenne arithmétique du terme qui le précede et du terme qui le suit.

Up_1 — Uy — Upy1  donc u, =
+r +r

Exercice 3 :
Dans chacun des cas suivants (u,) est une suite arithmétique. Exprimer u,, en fonction de n.

1. Le premier terme est ug = —1 et la raison est 0, 5.
2. Le premier termes est u; = 2 et la raison est V2.

3. ngletU7:—2.
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2.2.2 Somme de n termes consécutifs

Proposition : somme des n premiers entiers :

Pour tout entier naturel n .
n(n +
Démonstration géométrique :

n+1 La somme des aires de rectangles qui

vallent respectivement 1,2, ---, n est

égale a la moitié de celle du rectangle de

— R R cotés n et n + 1.
A N S S S |
-
n

Proposition (Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique)

Si (un)nen est une suite arithmétique alors pour tout n € N

Ug + Up,

ug+uy + - +u, =(n+1) 5

Remarque :
Plus généralement la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est donnée par :

( bre de t ) x ( premier terme + dernier terme )
nombre de termes '
2

Démonstration
On pose

Sp = ugt+uy A+t uy
Sn = Up+ Up—1+ -+ U

En additionnant membre & membre on obtient
25, = (uo + up) + (U1 + Un—1) + -+ + (up + o)

u =up+ret u,_;=ug+ (n—1)r=u,—rdoncu; + u,_1 = ug+ u,

Ug = Ug +2r et Up_9 = ug + (n — 2)r = u, — 2r donc ug + uy_o = Uug + Uy,

D’ou
25y = (uo + un) + (uo +up) + -+ + (uo + un) = (n 4 1)(uo + un)
n+1 termes
et
Sn = (n+ 1)M
2
Exercice 4 :

Donner la somme des 100 premiers nombres impairs.
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Exercice 5 :
Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme uy = 5 et de raison 3.
Calculer la somme S = uy + us + ... + uqpp.

Exercice 6 :

Afin de pouvoir s’acheter une tablette de la derniére génération, Marion décide de mettre de coté
une certaine somme chaque mois pendant 12 mois : 50 €le premier mois et, d’'un mois a l'autre, le
montant est diminué chaque fois de 4€.

On note u,, la somme mise de coté le n-iéme mois.

1. Démontrer que u,, est une suite arithmétique et donner sa raison et son premier terme.
2. Exprimer u,, en fonction de n et en déduire uqo.

3. Au bout de 12 mois, Marion pourra-t-elle acheter une tablette valant 330€ 7

2.3 Suites géométriques : u,.1 = q X u,

2.3.1 Définition, expression du terme u, en fonction de n
Définition

[ st no € N et (u,)nsn, une suite.

on dit que (uy,)n,>n, est une suite géométrique s’il existe un réel ¢ tel que

pour tout n = ng, Upy1 = Uy X q

alors g est appelé la raison de la suite et u,, son premier terme.

Exemples :
Ug = 1

est une suite géométrique de raison 3.
Upy1 = Uy,

1. La suite (u,) définie par {

2. Une ville peuplée de 800 habitants voit sa population augmenter de 5% par an.
Donc chaque année sa population est multipliée par 1.05.
Soit u,, la population de la ville la n-iéme année. La suite (u,,) est une suite géométrique de

raison 1.05.
Remarques :
e Si g =1 la suite est constante.

Un+1

e On a pour tout n > ng , = ¢ constant ie le quotient de deux termes consécutifs ne

n

dépend pas de n
e Dans la pratique, pour montrer qu’une suite est géométrique on cherchera a trouver une
constante ¢ telle que u,11 = q X up.

Exercice 7 :

Déterminer si les suites (u,) et (v,) suivantes sont géométriques. Si oui, préciser leur raison.
1. la suite (u,) est définie pour tout n > 0 par u, = 3*"*!
2. la suite (v,) est définie pour tout n > 0 par v, =n x 2"

On passe du terme de rang n au terme de rang n + 1 en multipliant par la raison q.

Uyg —> Uy —> Uy —> U3 — ... Up—1 — Up — Up41
Xq Xq Xq Xq Xq Xq
TV
xXqm

N

On a alors uy = q X uy = q X (q X up) = ¢*ug et uz = q X us = ¢>uy
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Proposition

Soit g € R et (u,)nen une suite géométrique de raison q.

pour tout n € N, w,, = ug X q"

et plus généralement
pour tout n = p, u, =u, X ¢"°°

Remarques :

Pour passer de ug a u,, on doit multiplier n fois uq par la raison .
Pour passer de u, a u,, on doit multiplier (n — p) fois u, par la raison.
Par exemple u19 = u4 X ¢°.

Exercice 8 :
Soit (u,,) une suite géométrique telle que uy = 2 et uy = 486.
Déterminer la raison ¢ et le premier terme ug de la suite (u,).

Exercice 9
Soit (U )nen la suite définie par ug = —5 et pour tout n € N, u, 1 = 2u, + 3. On définit pour tout
n € N la suite (v, )nen par v, = u, + 3.

1. Montrer que la suite (v,)nen est géométrique puis déterminer sa raison et son premier terme
Vo-

2. Exprimer v, en fonction de n puis u, en fonction de n.

Exercice 10 :

On place un capital Cy = 1000€ & 2.25% par an avec intéréts composés sur un compte épargne.
"Intéréts composés"” signifie que les intéréts d’une année s’ajoutent au capital et que ’année suivante
ils rapportent aussi des intéréts.

On note C,, le capital disponible au bout de n années.

1. Montrer que (C),) est une suite géométrique dont on déterminera la raison.

2. calculer le capital disponible au bout de 10 ans.

2.3.2 Somme de n termes consécutifs

Proposition
Soit ¢ un réel différent de 1.
e Pour tout n € N,
1 — qn+1
l—q
e Plus généralement si p € N et n € N avec n > p,
p _ n+l
qp+qp+1+...+qn:i
l—q
Démonstration :
On pose
Sn=1+q+¢+ - +q"
d’ou

@S =q+ @+ ¢+ "
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Par différence on obtient
Sn - an =1- qn+1
1 _ n+l
ie. 1—q)Su=1-¢"" et S,=-—L
l—gq
Exercice 11
Calculer les sommes suivantes :

1. §; =22 4+24+... 4210,

1 1\ 1\° 1\"
2. Sp=1—=+4(—= o) (=2
3. 83 =3+32+3+34... 43!
Proposition (somme des termes consécutifs d’une suite géométrique)

Soit (U )nen une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout n € N :

1 — n+1
uol—q si g#1
uo+ur+ - Fuy, = 4

(n+1Duy si g=1

Remarque :
Plus généralement, si ¢ # 1 la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique est donnée par :

1 — raisonnombre de termes

( premier terme ) ,
1 — raison

Exercice 12 :

Soit (u,) une suite géométrique de raison 3 et de premier terme uy = 2.

Calculer la somme :us + ug + - -+ + u1g

2.4 Suites arithmético-géométriques : u,.1 =a X u, +b

Définition

Soit, (U )nen une suite de réels.
On dit que (u,)nen est une suite arithmético-géométrique s’il existe deux réels a et b, a # 0 tels
que

pour tout n € N, w,y1 = au, +b

Remarques :
e Sia =0 la suite (u,)nen est constante.
e Sia =1 lasuite (u,)nen est la suite arithmétique de raison b.
e Si b= 0 la suite (u,)nenest la suite géométrique de raison a.

Plan de calcul pour a # 1.
1. On cherche la solution ¢ de I’équation ¢ = af + b.

€:a€+b<:>(1—a)€:b<:)€:1_a

¢ est appelé le point fixe de la récurrence.
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2. On forme la suite v,, = u,, — £.
(Un)nen est alors une suite géométrique de raison a.
En effet
Upt1 = Upy1 — € = (au, +b) — (al +b) = a(u, — ) = a X v,
3. On exprime v,, puis u, en fonction de n :

Uy = v X a" = (ug — £)a"

donc

b b
un:vn+€:(u0—l)a”+€:(uo— )a”—l—

1—a

Exercice 13 :
Déterminer u,, en fonction de n pour les suites suivantes :

Uy = —1
L. 1 3
pour tout n € N, u,1; = S Un + 3

Uy = 3
' pour tout n € N, w41 = 2u, + 2

Calcul de 'annuité dans le cas d’un emprunt & annuités constantes.
On considére un emprunt a N annuités constantes égales & a, au taux annuel de 2%.

x
On note E le capital emprunté et i = 100"

On pose u, le capital restant du a la banque la n-iéme année. On a alors
ug = F et uy =0

Si le capital du a la banque la n-iéme année est u,, 'année suivante il est augmenté de % moins la
valeur de 'annuité.
On a donc
Upt1 = Up(l+17) —a
La suite (u,) est une suite arithmético-géométrique.
e Cherchons le point fixe ¢ de la récurence :

(=t1+i)—asa=Llxicl="
1

a
e La suite (un — —,) est alors une suite géomeétrique de raison (1 + i) et de premier terme
i

a a
u — - =F—-.
1 1

e On a donc pour tout n > 0 :

Uy — — = (E—g> (1+4)"

a
7 7
= (BE=2)(1+iy+2
1 7
e Cherchons alors la valeur de 'annuité.
On sait que uy = 0 donc
a

(E—g>ﬂ+ﬂN+2:O@Eﬂ+®N—,O+QN+2:O
1 2 2

1
S iBA+)Y —a(l+i)N +a=0eiBQ1+i)" =a((1+i) 1)
d’Ofl . AN .
CL:EXM— ;
(1+i)N —1 1— (144N
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Exercice :

On emprunte 250 000€ au début de 2021, pour acheter un logement au taux d’intérét annuel de
1.15%, sur 15 ans.

Cet emprunt est & annuités constantes.

1. Calculer le montant de 'annuité.

2. Calculer le montant total des intéréts versés a I'organisme de crédit aprés le versement de la
derniére annuité, c’est a dire le cotit du crédit.

3 Calcul du n-1iéme terme d’une suite récurrente a 1’aide de
Python

3.1 L’énumérateur range

La commande range énumere des entiers en progression arithmétique :
e range(n) énumeére les entiers successifs de 0 & n — 1.
e range(n,m) énumére les entiers successifs de n & m — 1 (avec n < m, n pouvant étre
négatif).
e range(n,m,r) énumeére les entiers en progression arithmétique de raison r (entier positif
ou négatif, appelé le pas) de n inclus & m exclus

Remarques
e Attention, I’énumération s’arréte avant I'entier pris comme extrémité a droite, et par défaut
elle commence a 0 et non a 1.
e La commande range ne provoque pas d’affichage.

Exemples :
e range(7) énumeére les entiers 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 (début a 0, arrét avant 7)
e range(3,9) énumére les entiers 3, 4, 5, 6, 7, 8 (début a 3, arrét avant 9)
e range(-2,8,2) énumeére les entiers -2, 0, 2, 4,6 (début a -2, de 2 en 2, arrét avant 8)
e range(4,0,-1) énumeére les entiers 4, 3, 2, 1 (début a 4, on recule de 1 en 1, arrét avant 0)

3.2 La boucle for

e La boucle

for k in range(n)
-wnstructions -

répéte les instructions indentées apres les deux points une fois pour chaque valeur k£ de 0 a
n — 1.
e La boucle

for k in range(n,m,r)
-instructions -

répéte les instructions indentées aprés les deux points une fois pour chaque valeur de k
énumérée par range(n,m,r)
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Exemple
Le programme suivant :

1. s8=0

2. for k in range(5)
3 s=8+k**3

4. print(s)

demande d’afficher la somme 0% + 13 + 23 4 33 4 43,
la variable k prend successivement les valeurs 0, 1, 2, 3, 4
la variable s prend successivement les valeurs :

0+0°=0 , 0+1°=1 , 1+2°=9 ., 94+3°=36 , 36+4°>=100

Remarques

La boucle for est particuliérement adaptée pour calculer des sommes, des produits, les termes
successifs d’une suite définie par un relation de récurrence ou toute succession d’opérations dont on
sait a ’avance combien de fois les répéter.

Seules les instructions indentées seront exécutées.
Si k prend les valeurs 0, 1, 2,...,n choisir

range (n+1)

Si k prend les valeurs n, n+ 1, n+ 2,..., m choisir

range(n,m+1)

3.3 Calcul du n-iéme terme d’une suite récurrente

Exemple 1 :
Soit (U )nen la suite définie par :

ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u,,1 = ui +1

Le programme suivant permet d’afficher le terme de rang n, 'entier n étant donné par 'utilisateur :

n=int (input (’entrer la valeur de n :’))
u=1 #initialisation

. for k in range(1,n+1)

u=u**2+1

. print(uw)

= W N -

Exemple 2 :
Soit (U )nen la suite définie par :

n
ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u,,, = Eu" + 2

Le programme suivant permet d’afficher le terme de rang n, I'entier n étant donné par 'utilisateur :

1. n=int(input (’entrer la valeur de n :’))
2. u=1 #initialisation

3. for k in range(1,n+1)

4 u=(k-1)/2*xu+2

5. print(u)

E—1

On a en effet pour tout entier k£ > 1, uy = Ugp—1 + 2
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Exemple 3 :
Soit (uy,)nen la suite définie par :

up =1, wy =2 et, pour tout entier naturel n, w, 1o = 2y — 3u, + 1

Le programme suivant permet d’afficher le terme de rang n, ’entier n étant donné par 'utilisateur :

1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. v=1

3. u=2

4. for k in range(2,n+1)

5. a=u

6 u=2*%u-3*v+1

7 v=a

8. print(u)

Exemple 4 :
On considére les deux suites réelles (u,)nen et (vn)nen définies par :

1
Up1 = §<2un + Un)
ug =0, wvy=1 et pour tout n € N,

1
Un+1 = g(un + 27}71)

Le programme suivant permet d’afficher u,, et v, pour une valeur n entrée par 'utilisateur.

1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. u=0

3. v=1

4. for k in range(1,n+1)

5. a=u

6 u=(2*xu+v)/3

7 v=(a+2*v)/3

8. print(u,v)

Exercice 14 :
Dans chacun des cas suivants, écrire un programme Python permettant d’afficher le terme de rang n
de la suite (u,)nen, 'entier n étant donné par l'utilisateur :
1 . Su, — 3
1. up = = et, pour tout entier naturel n, u, 1 = ——
2 Uy + 1
2. u; =1 et, pour tout entier naturel n, u,y1 = (n+ 1)u, + 2"

3. up=—1, wuy =1 et, pour tout entier naturel n, u,, o = ?(2%“ + uy,)
n
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4 Raisonnement par récurrence

4.1 Exemple introductif

Considérons la suite (uy,),en définie par :

UOIO
YneN, u,i1=2u,+1

Cette suite est définie par récurrence : chaque terme dépend du précédent.
On souhaite obtenir une formule permettant d’obtenir explicitement u,, en fonction de n.
A premiére vue, cette formule ne saute pas aux yeux.

Dans une telle situation, le calcul des premiers termes est souvent intéressant pour se faire une idée :
Uy = 2U0 +1=1
Uy =2u1 +1=3
us =2us+1=7
uy =2u3+1=15
On remarque que la suite (u,) semble vérifier u,, = 2" — 1.

Nous pouvons donc faire la conjecture
pour toutn € N, w, =2" —1
Mais une conjecture n’est pas une preuve et vérifier qu'une propriété est vraie pour les 5 premiers

termes ne dit rien sur les termes suivants.

Pour confirmer, par une démonstration, que la proriété conjecturée est vraie on effectue un type de
raisonnement appelé raisonnement par récurrence.

e Notons P(n) la propriété que I'on veut démontrer ie
Pn) : u,=2"—-1
e On a vérifier que la propriété est vraie aux rangs 0, 1, 2, 3, 4 et 5.
On dit que la propriété P est initialisée.
e Supposons que pour un certain entier n on ait effectivement u,, = 2" — 1.
Alors on aurait

unH:2un+1:2(2”—1)—|—1:2x2”_2+1:2”+1_1

cequi est la propriété P(n + 1).
Autrement dit, si la proprité est vrai & un rang n, elle 'est également au rang suivant.
On dit que la propriété P est héréditaire.

e Conclusion : P est vrai aux rangs 1 a 5 et P est héréditaire donc P est encore vraie au rang
n = 6, puis au rang n = 7 etc...
On montre de proche en proche que la proprité P est finalement vrai a tout rang.
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4.2 Principe de la démonstration par récurrence

Principe de la démonstration par récurrence

On considére une propriété dépendant d’un entier n que on note P(n).
Pour montrer que la proprité P(n) est vraie pour tout n > ng (ng entier naturel donné) on
procéde en trois étapes :

1. Initialisation
on montre que la propriété est vrai pour n = nyg
2. Hérédité
on montre que si la propriété est vrai pour un entier n > ng (c¢’est ’hypothése de
récurrence) alors elle est vrai pour Ientier suivant n + 1.
3. Conclusion
la propriété est vraie pour tous les entiers a partir de ng : P(n) est vraie pour tout n = ng

P(1) vraie — P(2) vraie —» P(3) vraie — P(4) vraie...
héredité héredite héredite
de proche en proche on pourra montrer que P(222) est vraie.

Rédaction type d’'une démonstration par récurrence
Une démonstration par récurrence se rédige de fagon trés "formatée", c’est toujours le méme rituel.

Question type : Montrer par récurrence que pour tout n entier, n > ng, on a : P(n).

Démonstration
e Notons P(n) la propriété

" "

e Initialisation :
On vérifie que la propriété est vrai au rang ng
Donc P(ng) est vraie.
o Heéredité :
Supposons que pour un entier n, n = ng on a P(n) vraie. Montrons alors que P(n + 1) est
vraie.
on se sert du fait que P(n) est vraie et en utilisant un lien entre le rang n et le rang n + 1 on
montre que P(n + 1) est vraie
Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion :
D’aprés le principe de récurrence la propriété P(n) est vraie pour tout n > ny.

fin de la démonstration
Remarque
Pour bien faire une démonstration par récurrence, il faut :

e identifier P(n) et écrire P(n)

e trouver le rang d’initialisation

e écrire P(n) et P(n+ 1) et trouver ce qui peut les "relier".
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4.3 Exemples

Exemples

n(n+1
1. Montrons par récurrence que pour tout entier n, n > lona:14+24...+n= ( 2+ )
n(n+1
Notons P(n) la propriété "1 +2+ ...+ n = nn +1 2+ )n.
Initialisation

Pourn=1":

1(1+1)_2_1
2 2

donc la propriété P(1) est vraie.
Hérédité
Supposons que pour un entier n, n > 1 on a P(n) vraie. Montrons alors que P(n+ 1) est vraie.
On a
1424+...+(n+1)=[1+2+...+n]+(n+1) (%)

Or d’aprés I'hypothése de récurrence

n(n+1)

142+ ... +n= 5

Donc en remplacant dans la relation () on obtient

n(n+1 nn+1)+2n+1 n+1)(n+2
1+2—|—...—|—(n+1):—( >—|—(n—|—1): ( )+ 2 ) _{ i )
2 2 2
c’est & dire que P(n + 1) est vraie.
Conclusion
d’aprés le principe de récurrence on a montré que
1
Vn € N, 1+2+...+n:n(nT+>

2. Soit (uy)nen la suite définie par

UU:O

Montrons que pour tout entier n > 0, 0 < u, < 3.
Notons P(n) la propriété "0 < u,, < 3".

Initialisation
Pour n =0 : ug = 0 donc

donc la propriété P(0) est vraie.
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Hérédité
Supposons que pour un entier n, n > 0 on a P(n) vraie. Montrons alors que P(n+ 1) est vraie.
On a

Up+1 = VUp +6

Or d’aprés I'hypothése de récurrence
O0<u, <3

U
donc 6 <u,+6<9

et comme la fonction racine est croissante sur [0; 00|
0< V6 <V, +6<V9

On obtient donc

0 < Un+1 < 3
c’est & dire que P(n + 1) est vraie.
Conclusion

d’aprés le principe de récurrence on a montré que

vneN 0<u, <3

Exercice 15 .
Soit (U )nen la suite définie par

U0:2
VneN, up =2u,+3"

Montrer par récurrence que : Vn € N, u, = 2" + 3"

Exercice 16 :
Soit (uy )nen la suite définie par

U():S 1

VTLEN, UTL+1:2+_
U,

Montrer par récurrence que : Vn € N, 2 < u,, < 3.

Exercice 17 :
Montrer par récurrence que

VneN, 14+24+224.  42n=2""_1
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5 Utilisation du symbole somme X

5.1 Définition

Etude d’un exemple :
La somme S,, des entiers impairs 1, 3, 5..., 2n — 1 s’écrit

Sy=1+3+5+...+(2n—1)

Cette notation est peu compréhensible si I'on veut calculer la somme pour n =1 ou n = 2 et de
maniére générale, dans de nombreuses situations, les notations utilisant des pointillés sont difficiles a
manipuler et source d’erreur.

Par souci de concision on introduit une nouvelle notation.
La somme S,, ci-dessus est la somme des n nombres

2x1—1=1, 2x2-1=3,...2xn—1

Ils ont une écriture commune, a savoir 2k — 1 ou k prend successivement les valeurs 1, 2,...,n.

On décide alors de la noter : .

> 2k -1)
k=1
Remarques :
e La lettre grecque X sigma correspond a notre .S, initiale du mot somme.
e en bornes du symbole ¥ on voit que k varie de 1 a n.
Cette écriture désigne la somme de tous les termes 2k — 1 obtenus en remplacant
successivement k£ par 1, par 2, ...n.

e Ainsi
1

Si=> 2k-1)=2x1-1=1
k=1
2
Sp=> (2k—1)=@2x1-1)+(2x2-1)=1+3=4

k=1

3

S3=> 2k—1)=02x1-1)+(2x2-1)+(2x3-1)=1+3+5=9
k=1
e Dans l'écriture Z(Qk — 1) on a fait I'effort de donner une écriture commune a chacun des

k=1
termes de la somme ce qui la rend compréhensible, ce qui n’est pas le cas dans I'expression

1+3+5+...+(2n—1).
e [’écriture de S, n’est pas unique, par exemple, on pourrait considérer que les entiers 1,
3,...,2n — 1 sont de la forme 2k + 1 ou k varie cette fois de 0 & n — 1 et écrire

3
—

S, = "2k+1
0

=
Il

I’essentiel est d’obtenir 1 pour la premiére valeur de £ considérée, 3 pour la deuxiéme,. . .et
2n — 1 pour la derniére.
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Définition

Soit (U, )nen une suite de réels.
Pour tout entier n > 0 on note

Zuk:uo—i—ul—l—uz—l—w«—i—un.
k=0

Plus généralement pour tous entiers n et p tels que p < n :

n
E uk:up+up+1+...+un
k=p

0 5
Ainsig Uy = Ug, E Up = U3z + Ug + Us.

k=0 k=3
Exercice 18 :

5
1. Ecrire sans le symbole > le nombre Z k2.
k=1
2. Ecrire la somme 3 X 42 +4 X 52 +5 x 62 +6 x 72 + 7 x 8% + 8 x 9% en utilisant le symbole > _.

o

n
. Rappeler la valeur de Z k.
k=1
10
4. Soit (uy,)nen une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme uy = 3. Calculer Z U,
k=3

ot

. Calculer Z 1.
k=1

7
6. Calculer Z 5*
k=2
Remarques :
e Attention 'indice de sommation k est une variable muette (on ne retrouve pas la lettre k dans
le résultat final).

n n—1 n+1
k=1 =0 =2

la valeur de la somme ne dépend que de n .

e analysons le nombres de termes dans la somme Z uy : I'idée est de tout rapporter a 'entier 1
k=p

n entiers
7\

-~

1.. .p—1 p...n
—_——— ——
p—1 entiers n—(p—1) entiers

Il y a ainsi n — p + 1 entiers entre les entiers p et n, p et n compris.
n

Lorsque p = 0 on obtient que la somme Zuk est constituée de n + 1 termes.
k=0
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5.2 Sommes remarquables, régles de calcul

Proposition : sommes remarquables

e Pour tout entier n € N |

3

n(n+1)

k==

k=0

e Pour tout réel a et pour tout entier n € N |

Zn:a:(rw—l
k=0

e Pour tout réel ¢ # 1 et pour tout entier n € N* |
>t =
1-q
plus généralement pour tous entiers p et n tels que p < n

qp o qn+1

>t

Proposition :
e Relation de Chasles :

Soit (uy,)nen une suite, pour n € N on pose S,, = Z Ug,.
k=0

— Pour tout n € N, 5,11 = 5, + Upi1

— Pournetptelsque0 <p<n

Zuk Zuk—l— Z U
k=0

k=p+1

e Linéarité de la somme :
Soit (up)nen €t (v,)en deux suites et A un réel.

k=0 k=0

Démonstration :
il faut détailler les différentes sommes a ’aide de pointiller en explicitant les débuts et les fins de
sommes :

® Ony1 =Upt U+ ...+ Uy tUpg

~~

Sn

d Zukz(uo—l-...—i-up)—l—(upﬂ—i—...—i—un)
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n

° Z(Auk):)\uo—l-)\ul—l—...—i—)\un:)\(u0+u1+...+un):)\Zuk
k=0

k=0
n

. Z(uk—l—vk) = (up+uvo)+(ur+v1)+. . .4+ (Un+v,) = (ug ... +up)+(vo+...+v,) = Zuk+z U,
k=0 k=0 k=0

Exercice 19 :
Calculer en fonction de n les sommes :

1. = i(?)k +2).

k=1

n 1 k
2. T = -] - )
3 (3 () %)
k=1
Exercice 20 :
- 1
Soit S,, = —_—
o ; k(k+ 1)
1. Donner la valeur de Sy, Ss, S3, S4.
2. Comparer S3 et Sy.

3. Déterminer S,,,1 en fonction de S,,.
6

4. Ecrire sans le symbole Y le nombre Z (E — k—+1> et le calculer.

1 1 1
5. Vérifier que pour k 2 1, m = E — k‘——l—l

6. En déduire S,, en fonction de n.

Proposition : sommes télescopiques

Soit (U )nen une suite de réels.
Pour tout n € N*

n—1

Z(WH - Uk) = Up — Up

k=0

Démontration
Par linéarité de la somme on a :

n—1

n—1 n—1
E (U1 —up) = E Uk+1 — E Uk
0 k=0

k=0 k= =
:(U1+UQ+U3+...+UTL_1+U”)—(UQ+U1+UJ2+...+U7L_2+U%_1)
= Up — W

On voit que les termes intermédiaires se simplifient par "télescopage".
Exercice 21 :

n

Calculer la somme S, = Z ok+1 _ ok,
k=0
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5.3 Calcul d’une somme a ’aide de Python
Soit (uy,)nen une suite, pour n € N on pose S, = Zuk

k=0
Pour tout n € N :

SnJrl = Sn + Upp1

Soit encore pour tout n > 1 :
Sn - Sn—l + Uy,

Le programme Python suivant permet de calculer la valeur de S,, ’entier n étant donné par
I'utilisateur :

. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
5=0 #initialisation

. for k in range(n+1)

S=S+mettre 21ct u

. print(S)

AW N

n
Plus généralement pour calculer la somme S,, = E ug on utilise le programme :
k=p

. n=int (input (’entrer la valeur de n :’))
S=mettre ici la valeur de S,

. for k in range(p+1,n+1)

S=S+mettre 1ct uy

. print(S)

G WN -

Exemple
Le programme suivant :

. n=int (input (’entrer la valeur de n :’))
S=1/3

. for k in range(2,n+1)

S=5+1/ (1+k+k**2)

. print(S)

O = W N -

n

permet d’afficher la valeur de S,, = Z
k=1

1
14+ &+ k2
Exercice 22 :

n k
Ecrire un programme Python permettant de calculer la somme S,, = Z 1
k=0

, I'entier k£ étant

donné par 'utilisateur.
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Exercices : suites numériques - suites de référence - sommes

1) soit (u,) une suite définie par : u, = 2n? — 6n + 4
Exprimer wu, 1 et u,_; en fonction de n.

2 ) Soit (u,) une suite arithmétique. On sait que us = 125 et w5 = 48.
1. Calculer la raison de la suite et son premier terme ug.
2. En déduire I'expression de u, en fonction de n.
3. Que vaut usg?

4. A partir de quelle valeur de n a-t-on u, <07

3 ) On considére la suite numérique (u,),en définie par les relations suivantes :

Uy = 3
{ Pour tout entier naturel n, w,.; = du, + 2 x 5"

1. Démontrer que la suite (v,) définie par v, = 5—: est une suite arithmétique.

2. En déduire en fonction de n ’expression de v,, puis celle de u,,

4 ) Soit (uy )nen+ la suite définie par :

Uy = 1
pour tout n € N*  w,.1 = u, +4n

Pour tout n € N*, on pose w,, = u,, — 2n>.
1. Montrer que (w,),en est une suite arithmétique.
2. En déduire 'expression de w,, en fonction de n.
3. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

4. Exprimer la somme S, = w; + ws + ... + w, en fonction de n.

5 ) Soit (uy, )nen la suite définie par :

Uy = 2
1
Pour tout entier naturel n, wu,.1 = é(un +3n+7)

1. Calculer u; et uo.

2. Pour tout n € N on pose v, = u,, — 3n — 1.
(a) Montrer que (vy,)nen €st une suite géométrique.
(b) En déduire l'expression de v, en fonction de n.

(¢) En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
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6 ) Soit (U )nen+ la suite définie par :

Wl N

Uy =

Unp,

Pour tout entier naturel n, wu, 1 = 5

On admet que chaque terme de la suite (u,),en+ est bien défini et est différent de 0.

1. Compléter le programme Python suivant qui permet de déterminer u,, pour une valeur de n
entrée par 'utilisateur :

1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. u=....
3. for k in range(....)
4. u=....
5. print(u)
2. On pose pour tout entier n € N :
1
U, =1——
Unp,

(a) Montrer que la suite (v, ),en+ est géométrique.

(b) En déduire, pour tout n € N, v, puis u, en fonction de n.

7)

1. Soit (u,) une suite définie par uy = 3 et pour tout entier n : u,; = §un +4
Déterminer u,, en fonction de n.

2. Soit (u,) une suite définie par u; = 0 et pour tout entier n : u,+1 = 0.5u, + 0.4
Déterminer u,, en fonction de n.

8 ) Soit (an)nen 5 (bn)nen €t (Cn)nen trois suites définies par

1
Ay, - _bn
- +7 g 1
by = et pour tout n € N bpi1 = a, + =b, + ¢,
co =10 1 2
Cn+1 = an

1. Montrer que pour tout n non nul : a, + b, + ¢, = 1.

[\

1
. En déduire que : b,41 = —§bn +1

w

. Exprimer alors b, en fonction de n.

W~

. Exprimer enfin a,, et ¢, en fonction de n.
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9 ) Soient deux suites (u,)nen+ et (v,)nen+ définies par :

1
— Up41 = Up + U
{ i B ? et pour tout entier n € N, " 1n 2"
U= Un+1 = Eun

1. Compléter le programme Python suivant qui permet de déterminer u,, et v, pour une valeur
de n entrée par 'utilisateur :

1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. u=..

3. v=1

4. for k in range(....)

5. a=....

6 u=....

7. v=....

8. print(u,v)

Exprimer wu, 1 + v,41 en fonction de wu, + v,.

En déduire u,, + v,, pour tout entier n.

- N

Donner une relation de récurrence liant v, et v,.

1
5. On considére la suite (w,,)nen+ définie pour tout n > 1 par w,, = v, — 3

Montrer que (w,),en+ est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

6. Calculer w,, v, puis u, en fonction de n.

10 ) Soit (tn)nen €t (vUn)neny deux suites définies par
2u, + v,
Upp) = — 5
_, etpourtoutne€ N
Yo = Uy, + 20y,
ben = g
1. Calculer uq, v1, ug puis vs.
2. Pour tout n € N, on pose w,, = v,, — Uy,.

(a) Montrer que (w,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
(b) Exprimer w, en foction de n.
(c) Déterminer le signe de w, puis en déduire que pour tout n € N, u,, < v,.
3. Pour tout n € N, on pose r,, = u,, + v,,.
(a) Démontrer que la suite (1,),en est constante.

(b) En déduire r,, pour tout n € N

W~

.(a) En utilisant les résultats des questions 2(b) et 4(b), écrire un systéme de deux équations
vérifié par u,, et v,.

(b) En déduire pour tout n € N, expression de u,, et de v, en fonction de n.
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11 ) On consideére les suites (an)nen, (bn)nen+ €t (Cn)nen+ définies par :

1 2
e la donnée des premiers termes : a; = 3 b = 3 et c; =0
e ¢t les relations :
N 2 1 2
pour tout n € N*,  a,, = §a" R §a" + gb" et cpi1 = §b" + ¢,

1. Quelle est la nature de la suite (a,)pen 7 -

En déduire une expression de a,, en fonction de n.

2. Pour tout entier naturel n on pose : v, = 3"b,.

(a) Montrer que la suite (v,),en+ st une suite arithmeétique de raison 2.

(b) En déduire, pour tout entier naturel n > 1, une expression de v, en fonction de n.
2n

Etablir, pour tout entier naturel n > 1, que : b, = 3

3. Montrer que la suite (a, + b, + ¢p)nen+ €St constante.

Pour tout entier naturel n > 1, quelle est la valeur a,, + b, + ¢, ?

4. En déduire enfin une expression de ¢, en fonction de I'entier n.

Uy = 1
12 ) Soit (u la suite définie par : 1
) (unJnen P Pour tout entier naturel n, u,,; = g(un +4n + 6)
1. Compléter le programme Python suivant qui permet de déterminer u, pour une valeur de n
entrée par 'utilisateur :

1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. u=....

3. for k in range(....)

4. u=....

5. print(u)

2. Calculer uq, us et ug.

3. Démontrer par récurrence que :

pour tout n € N w, =2n+

13 ) Soit (uy,)nen la suite définie par :

7
Ug = =
73
VneN, U, =—2u,+4
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

4
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14 ) Montrer par récurrence que pour tout entier n > 2 :
1 1 1 1 n+1

1——= 1——= l—=)...([1—-—= )=
(-2)(-5)(-5) (%)=

15 ) On note (v )ns0 et (wy)n=o les deux suites définies par vg = 3, wy = 1 et les relations suivantes,

valables pour tout entier naturel n :

Un+1 = Up + Swn
Wp41 = 3v, + wy,

1. Compléter le programme Python suivant qui permet de déterminer v, et w, pour une valeur
de n entrée par 'utilisateur :

1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. v=..

3. w=1

4. for k in range(....)

5. u=....

6 V=L,

7 W=

8. print(v,w)

2. On introduit les suites (1,),cy €t (sn),cy définies pour tout entier naturel n par :

neN

Th =Up +w, €t s,=17v,— W,

(a) Etablir que les suites (ry),cy €t (Sn),en sont des suites géométriques dont on déterminera
la raison et le premier terme.

(b) Déterminer l'expression de r, et de s, en fonction de n.

(c) En déduire l'expression de v, et w, en fonction de n

3. On considére la suite (u,),>o définie par uy = 3 et la relation suivante, valable pour tout

entier naturel n :
Uy + 3

3u, +1
(a) Compléter le programme Python suivant qui permet de déterminer u, pour une valeur de
n entrée par 'utilisateur :

Un4+1 =

. n=int (input(’entrer la valeur de n :’))
Sus.LL

. for k in range(....)

u=....

. print(u)

g W N

(b) A T’aide d’un raisonnement par récurrence, établir pour tout entier naturel n, 1’égalité
suivante :
Un
Up = —
wn

(c) Donner I'expression de u,, en fonction de n.
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16 ) Ecrire sans le signe Y les sommes suivantes :

17 ) Calculer les sommes suivantes :

A=>"k ; B=) (2k) ; C=> (2k+1) ; D= (7k—5)
k=1 k=1 k=1 k=1
18 ) Ecrire en n’utilisant qu’un seul symbole 3 :
2000 2000 T 2n 2n
_ 2 2 _ : _ 4 4
T S D 3P SRS S I R O
p=1 p=950 k=1 p=1 p=n-+1

19 ) Soit n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :

A—n 1k~ B—n5 3k C—%Bk5k' D—” N
RO ML L RN

k=0 k=1

20 )

Calculer pour tout entier n > 1 la somme :

21 ) Soit (uy)nen la suite définie par :

Uy = 0
{ Pour tout entier naturel n, u,.1 =u, +n

n—1
1. Montrer que pour tout entier n > 1 on a Z Ukl — Uk = Up.
k=0
n—1
2. Pour tout entier n calculer Z k.
k=0

3. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
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22 ) On considére la suite (b,)nen définie par by = 0 et pour tout n € N :
bn+1 - 3bn + 3"

1. Compléter le programme Python suivant qui permet de déterminer b,, pour une valeur de n
entrée par 'utilisateur :

1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. b=....

3. for k in range(....)

4. b=....

5. print(b)

2. Montrer par récurrence que Vn € N, b, = n3" !

3. Montrer que pour tout entier naturel k on a : 2b, = by — by — 3.

n
4. Pour tout entier naturel n calculer : Z 3",

k=0

n
5. Montrer que pour tout entier naturel n on a : Z(ka — bg) = by
k=0

6. Déduire des questions précédentes et de 2.e) que pour tout entier naturel n on a :

3n+1

o +1)3" 1
k,gkr 1 — (n -
kz—o 2 + 4 4

n

7. Compléter le programme Python suivant afin de calculer la valeur de S,, = Z k3% Dentier n

étant donné par l'utilisateur : =
1. n=int(input(’entrer la valeur de n :’))
2. 8=....
3. for k in range(....)
4. S=....
5. print(S)
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