Mathématiques
Révision du programme de premiére année
—CorTigé—

Lycée Brémontier — ECT2

Exercice 1

1
Droites d’équations Dy :y=2x —1,Dy:y=—-3x+2, D3 :y = Ok + 1.

D,
Ds
3
Exercice 2
1/4
0 1 2 3 4

1
Une puce se déplace sur un axe gradué : a chaque saut, elle avance de 1 unité avec probabilité 3

1 1
de 2 unités avec probabilité T ou de 3 unités avec probabilité 1



R . 1
1. At =01lapuceest en 0. At =1, elle est donc sur le point d’abscisse 1 avec une probabilité 5

1 1
sur le point d’abscisse 2 avec une probabilité 1 et sur le point d’abscisse 3 avec une probabilité —.

D’ou la loi de Ay :

E(A))=1xPA1=1)4+2x P(A; =2)+3 x P(4; =3)
1 1 1 7
=1X=-+2x- =
><2—|— ><4—i—3><4 1

V(A) = B(A) — (BE(4)))°

1 1 1 15
E(A%):12><§+22><Z+32><4:Z
15 (7\®> 15 49 60—49 11
A)=——(+) == -—= =
Vid) =7 <4> 416 16 16

2. Ay est I’abscisse du point occupé par la puce aprés 2 sauts. A chaque saut, la puce avance d’au
moins une unité et d’au plus 3 unités, donc A2(2) = [2, 6].

Notons D (resp. D2) la variable égale au nombre d’unités dont avance la puce lors du 1¢ (resp.
2¢) saut. Dj et Do sont deux variables indépendantes de méme loi que Aj.

. (A2:2):(D1:1)O(D2:1)doncP(A2:2):P(D1zl)xP(Dgzl):%x%:i

e (Ay=3)=[(D1=1)N (D2 =2)] U [(D1 =2)N(Dy = 1)], événements incompatibles, donc

1 1 1 1 1
PA: = — — — _ = —
(Ao =5) =y xg+3x1=3
1 1 1
.(A2:6):(Dlzg)m(DQZB),dOI’lCP(A2:6>:ZXZZE
D’ot1 1a loi de Aj :
k \2\3\4\5\6
T T 5 [T]1
I HHPAHE
(Ao =k)| 717 1618116



1 1 5 1 1
E<A2)_2XZ+3X1+4XE+5X§+6XE
_1,3.5.5. 3 8 7
2 4 4 8 8 8 2

4. Programme Python simulant 100 sauts et calculant Ajqg :

1. 1import numpy as np

2. 1import numpy.random as rd
3. S = np.zeros(101)

4. for k in range(1,101):
5. p = rd.randint(1,5)
6. if p<=2:

7. Slk] =1

8. elif p==3:

9. Slk]l = 2

10. else:

11. Slk] = 3

12. A = np.sum(S)

13. print(A)

Exercice 3

1. A(z) = —32% + 3z +6.

A est un polynome de degré 2. Son discriminant vaut A =32 —4 x (=3) x 6 =9+ 72 =81 > 0
donc A admet deux racines

. _—3—\/81_—3—9_2 ot . _—3—%9__1
"Tex(=3) 0 -6 T 6
Le coefficient de 22 est négatif, d’oti le signe de A :
x ‘foo -1 2 400
Alz) | -0 + 0 -
2. B(m)zi—1=x2_(x+2):$2_x_2.
rT+2 =z z(z +2) z(z+2)
22 — 2 — 2 est un polynéme de degré 2 : A = (=1)2 =4 x 1 x (=2) =1+8 =9 > 0, d’ott deux
racines /o
—(-1)=v0 1-3 1+3
o 2 x 1 2 omETy
D’ou le signe de B(z) (avec z # —2 et © # 0) :
T —00 -2 -1 0 2 +o00
2 —x—2 + + + 0 - = = 0 +
x - - - = =0 4+ + +
z+2 - 0 + + + 4+ + + +
B(z) + I - 0 + ] - 0 +




3. Pour tout x e R, e* >0et e >0,dote*+1+e"*>0.

el —e" 20 = e "2’ = x>z <= 02>22x < <0

(la fonction exponentielle est croissante)

e T —e¥
D’ou le si de C(z) = ————:
ou le signe de C(x) T p—
T —o0 0 +4oo
e T —¢e” + 0 -
e"+14+e | + +
C(x) + 0 -
Exercice 4
UOZ—l
1 3
Un+1:§un+§

(uy) est une suite arithmético-géometrique.

On résout I’équation

3 1

1 3 1 3
b=-Ad+—- <= l—A==- — A=—- << (=3
2 + 2 2 2 2 2
On pose v, = u, — 3. Alors
1 3 1 3 1 1
Un+1 :un+1—3:§un+§—3:§un—§:§(un—3):Qvn
. . . 1 .
(vp) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vg =ug—3=—-1—-3 = —4.

2 2

Puis v,, = u,, — 3 soit u,, = v, + 3 et
1 n
un:—4><(2) +3

1\" 1\"
D’oit Vn € N, Un:v0><<> :—4><<> .

Exercice 5

1. Ici f(x) = =323 4 222 — 1.
La limite d’une fonction polynéme en 400 et en —oo est égale & la limite du terme de plus haut
degré.

. _ . . 3 _
o T = Bip (7307) = e

lim f(z) = lim (—=32%) = +o0 (car lim 23 = —oo)

T—r—00 Tr——00 T——00



2. Ici f(z) =2+ 1+ lng(;”).

In(x)

e lim z4+1=+oc0cet lim = 0 par croissances comparées (la puissance 'emporte sur

r— 400 Tr—+00 xX
le logarithme),

donc xll}gloo f(z) = +o0.

o limaz+1=1;

z—0t
lim In(x) = —cc et lim x = 0" donc lim n(z) = —00,
z—0t z—0t z—0t T
d’ou lim f(z)=—o0.
z—07t
3. Ici f(z) = (2% + o — 1)e”.
o lim 2°4+2z—1= lim 2> =4occet lim e* = +oo,

r—r—+00 r——+00 r—r—+00
donc par produit lim f(z) = +oo.
T—>+00

o f(x)=a3%"+xe® —e® et VYn €N, lim 2"e” = 0 par croissances comparées (I’exponentielle
T——00
Pemporte sur la puissance),
donc lim f(z)=0.
T—r—00

4. Ici f(x) =z +e ™.

e lim e®=0et lim z=4o00,donc lim f(z)=4o0.
T——+00 Tr——+00 Tr—r—+00

o fx)=e" (1 + e%) =e (1 + ze”).

lim e % = 4o0, lim ze® = 0 par croissances comparées,
T——00 T——00

donc lim 14 ze” =1 et par produit lim f(z) = +o0.

T——00 T—r—00

Exercice 6

L.Vn>1, up =2up—1+(n—1)—1=2u,_1+n—2, donc :

1. def u(n)

2 u=1

3. for k in range(l, n+1):
4 u=2%xu+k - 2

5 return u

2. Soit P(n) la propriété « u, = n ».
Initialisation. u; =2up+0—1=2—1=1 > 1 donc la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n > 1. Par hypothése de récurrence, u, > n,
donc 2u, >2n>2carn > 1,et 2u, +n—12>24+n—1,80it upy1 = n+1et P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par récurrence, Vn > 1, u, = n.



3. Vn > 1, up, 2 net lim n=+o0, donc par comparaison
n—-+00

lim wu, = 4o
n—-+00

3.a) Soit n € N.
Unt1=n+1+upr1 =n+1+42u, +n—1=2n+ 2u,

3.b) vnt1 = 2(n + uy) = 2v,, donc (vy,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme
v9 =04 ug =1.

Dou Vn € N, v, = vg x 2" = 2",
3.c) vy, =n+ u, donc u, = v, —n, soit
U, =2" —n
Exercice 7

Une urne contient 1 boule noire et 3 boules blanches.

1. On considére 'expérience : on tire une boule dans l'urne, que l'on répéte 400 fois dans des
conditions identiques et indépendantes (tirages avec remise).

1
On considére ’événement N : « la boule tirée est noire » de probabilité 1

X est la variable égale au nombre de fois ot IV est réalisé lors des 400 expériences.

1
X suit une loi binomiale de paramétres (400, 4).

X(9) =[0,400], ¥k € [0,400], P(X = k) = <420> (i)k <i)4oo_k

1
E(X) =400 x 7 =100

1 3 3
V(X) =400 x ;x5 =100x § =75

3. On a tiré au moins une boule noire si (X > 1) est réalisé.

rocs=1-rs-o - () () ()= ()"



Exercice 8

1. f(z)= = i i = (u(i:))‘l avec u(z) = 2 + 1 donc v/ (z) = 2.

Sur R, 22 +1 > 0 donc (2% +1)° > 0, d’ou :

x —00 0 “+00
—8x + 0 -
(22 4+1)5 + =+
f(x) + 0 -
1
f(x) / \
0 0

1
lim f(z)= lim — =0

r—too r—+oo xs
2. f(z) = ! - avec u(z) =e* +2+e 7 don v/ (z) =e* —e "
e +2+e*  wu(x) ’
u'(x) (" —e®) =" 4e®

L 7 A P e el P e

¥ 4eT 20 <= e T e’ &= x> = 02>22r = <0

x —00 0 —+00
—evte " + 0 -
e’ +2+
( e—a:)? + =+
1
1
0 0

lim e =0

r——00

lim 2=2 lim (ex + 24 6_93) =400
T—>—00 T——00

lim e = +o0
r——00



lim (e“"” + 2+ e_x) = 400

et T lim f(z)=0
lim — =0 T
X—+o0 X

lim 2=2 lim (e$+2+e_x) = 400
T——+00 —~+00

lim e * =0
T—+00

et ﬁT_JrOO 1 0 xll)l}_loo f(z)=0
X—1>I—Ii-100 X
1 1 1

f(o):eo+2+e_0:1+2+1:4

3. f(x) =22 +1—1In(a).
1 222-1
r a
202 —1=0 < x2:1 <= ac:\/TouJU:—\/T = Z'ILOUZL':—L
2 2 2 V2 V2

Sur le domaine d’étude x > 0 :

J'(e) =20 -

x 0 % +00
207 — 1 - 0 +
z + +
f'(=) - 0 +
400 +00
f() . 7
e
limz®4+1=1, limln(z) = —oco donc lim —In(z) = o0, et lim f(x) = 4o0.
T— T— z—0 z—0

o) = (14 55 - 22

In(x) 1 In(z)

= 0 par croissances comparées donc lim -5 =
T—+00 x€X €T

lim 1=1, lim — =0, lim 3
T—r—+00 T—>+00 T T—+o0o I

lim 2? = 400, et par produit lim f(z) = +o0
r——+00 r——+00

() ) orowl) - =3

8



Exercice 9

1. def fac(n):

2 f =1

3. for k in range(l, n+l):
4 f = kxf

5 return f

Exercice 10

F est une primitive de f sur 1.

1
L f(z)=2*+322+22 -1 = F(x):gx5+x3+x2—:r

1 1
1
3 f(l‘) —3z+1 = F(SU) — _ge—3x+1
4. f(z)=2"1—z)=2a" — 2" = (x) = ! gl — ! a2
n+1 n+ 2

Exercice 11

n
1
A= ZQk-i— —2Zk+21:2x n+)+n:n(n+1)+n:n2+2n
k=1 k=1

n n
32 — gnft 5 5 45
B:Z5x3k:523k:5xﬁ:f§(9—3”+1):§x3”+1—?

200 -E6)-E6)
<1+<§>¢<;>2+---+<;>“><;+<;>2+~--+<;>">



Exercice 12

1. L’athléte commence par la natation le jour 0, donc ag =1, bg = 0 et ¢ = 0.
1 1
Le jour 1, il pratiquera la natation avec une probabilité £ le cyclisme avec une probabilité = et

3
la course a pied avec une probabilité 3 donc

1 b 1 3
a; = - 1=z 1 = —.

5’ 5’ 5

2. On a l’arbre de probabilité suivant :
an b Cn
An By Ch
1/ 1f5 /5 2/% 3 5\ /1 5 X/5
An+1 Bn+l Cn+1 An+1 Bn+1 Cn+l An+l Bn+l C’n+1

Les événements A, By, C, sont deux a deux incompatibles (I’athléte pratique un seul sport par
jour) et de réunion I’événement certain (il pratique forcément 1'un des 3 sports), donc (A, By, Cy)
est un systéme complet d’événements.

D’aprés la formule des probabilités totales :

P(An+1) = P(An)PAn (An+1) =+ P(Bn)PBn (An-i-l) + P(Cn)PCn (An-i-l)

1 2
an+1:anxg+bnxg+cnx0

d’onl

1 2
ap+1 = gan + gbn

De méme on obtient
1

b + 3b + t 5 +
= —-a = —C e C = —-a —C
n+1 5 n 5 n 5 n n+1 5 n 5 n

Exercice 13

—2% + 3z
r—1

L f(z) =
lim(—2%43z) = -1+ 3 =2, lim(z —1) =0

r—1 r—1

Siz<1l,z—1<0donc lim(x —1) =07 et lim f(x) = —oc.
z—1 z—1

<1 <1
Siz>1,2—1>0donc lim(z—1)=0" et lim f(z) = +oo.

z—1 z—1

z>1 z>1

10



2. f admet une limite infinie en 1 donc C admet une asymptote verticale d’équation z = 1.

3.
2 2
—z° + 3z 2+ 3z — (—z+2)(z—1)
(g9 = TN 9y =
f@) — (w2 = 2 (g =2

2?43 — (2P +ax+22-2) —a®+3zx+2?-3zx+2 2

B r—1 B z—1 -1
lim f(z)—(~2+2) = lim —— =0
koo T\ T e -1

La droite D : y = —x + 2 est asymptote & C en +00 et en —oo.

Exercice 14

@ b ax+3)+bx—-1) ar+3a+br—>b (a+bx+3a—0b
r—1 z+3  (z—-D(x+3)  2243z-2-3  22+2r-3
x4+ 7
S = e

Donc par identification des coefficients du numérateur, a et b sont solutions du systéeme

a+b=1 a+b=1 a=2
<~ Lo+ L1+ Ly) <—
{3a—b:7 {4a:8 (L2 = Ln + L) {bzl—a:1—2:—1

D’ou

Exercice 15

1.
1
U =u] +6ug+3=14+6 X —5 +3=1-34+3=1
uz=us+6u; +3=14+6x14+3=10
2. Programme demandant n et affichant w,, :
. n = int(input (’entrer la valeur de n : ?))

.vo= -1/2

=1
=u + 6xv + 3
v = a

1
2
3 1
4. for k in range(2, nt+l):
5. a
6 u
-
8

. print(uw)

11



3. Programme tragant les 21 premiers termes de la suite :

. import numpy as np

. import matplotlib.pyplot as plt
. X = np.arange(21)

. u = np.zeros(21)

. ufo] = -1/2

cufl1] =1

. for k in range(2, 21):

ulk] = ulk-1] + 6*ulk-2] + 3
. plt.plot(x, u, ’ko’)

© 00 N O O b W N -

Exercice 16

Les abscisses des points d’intersection de C; et C, sont les solutions de 1’équation
fl)=g(z) &= -2’ +3x+4=22+1 < —2°+2+3=0 (équation de degré 2)

A=1%2—4x(-1)x3=13

d’oit deux solutions

—1—-+13 1++13 1—+13
TA = = et rgp=—
-2 2 2
Les ordonnées sont
1+\/
ya =g(xa) =2 % +1=1+V13+1=2++V13
1—+/13

yp =g(rp) =2x —— +1=1-VI3+1=2- V13

1-+v1
CfethsecoupentenA< +2\ﬁ2—|—\ﬁ> <;/§,2_m).

Pour obtenir la position relative de Cs et Cy, on étudie le signe de f(z) — g(z) = —2* +z + 3.

" ‘ S 172\/13 1+2\/13 too

f@) -9 - 0o + 0 -

Sur | —oo,

, +00 [, f(x) —g(x) <0, c’est-a-dire f(x) < g(x) et Cy est en

dessous de Cy.

11-v13 1+ V13
Sur , 5

2

[, f(x) —g(x) =0, c’est-a-dire f(x) > g(z) et Cy est au-dessus de C,.

12



Exercice 17

Trois urnes : Up (1 blanche, 3 noires), Uy (3 noires, 1 verte), Uy (1 noire, 3 vertes).

1. Pour le premier tirage, on a l'arbre suivant :

1/3 1/3 1/3
\Z
Up Un Uy
1/ 34\ o/ 3[4 /4 o/ 1/4 §/4
\Z
Bl N1 V1 B1 N1 V1 Bl Nl Vl
D’aprés la formule des probabilités totales :
1 1 1 1
P(By) = P(Ug)Py,(B1) + P(Un)Pyy (B1) + P(Uv)Py, (B1) = 3 X 1 + 3 x 0+ 3 x 0
1
P(By) = —
(B1) D
De méme on obtient 1 3 1 3 1 1 .
PINI))==X—-4+=-X-4+=-X-=—
(M) =35> +3X1F37%17 1
1 1 1 1 3 4 1
P = — — — — _—= — = —
V) =g x 0 gxg+3x1=1573
2. On doit calculer
_ P(NMinUgp) P(Up) x Pyy(N1) _ 3x% 3
PNI(UB) = = -7 — 5
P(Ny) P(Ny) 13 7

3. (B1, N1, V1) est un systéme complet d’événements. On a l’arbre de probabilité suivant :

1/12 7/12 4/12
\]
By N Wi
1/4 3[4 \o o/ 3[4 /4 o/ 1[4 ¥/4
\]
BQ N2 VQ B2 N2 VQ B2 N2 V2



P(Bz2) = P(B1)Pp,(B2) + P(N1) Py, (Bz) + P(V1) Pv; (B2)

—1><1+7><0+4><0
12740 12 12
1
P(By) = —
(Ba) T
1 3 7 3 4 1 28
PNoy)=—X—-4+—X—-4+-—X—-=—
Vo) = X g+ it 17 1
7
P(N;) = —
(N2) = 15
Exercice 18
1.
2 Ty+32=3 5 32=9
T+ 7y + 3z T+ oy + 32 Ly ¢ Ly
3r+9y+42=6 <= (3x+9%y+42=6
r+5y+32=9 20 +T7y+ 32 =3
z+5y+32=9 z+5y+32=9
— (6y+5Hz=21 Lo+ 3L1—Ly <= {6y+5z=21
3y +32=15 Ls <+ 2L, — L3 z=9 L3 < 2L3— Ly
r=2
— qy=-—4
z=9
2.
T+2y+6z2=a r+2y+6z=a
y+3z=2»5 <~ (y+3z=">
—rx—3y+2z=c llz=a+b+c Ly« L1+ Lo+ Ls
r=a—2b
~ —3a+8b—3c
R ——11
a+b+c
2= ——
11

Exercice 19

La variable T' est un vecteur ligne & 14 coordonnées avec, pour k € [0, 13],
Tkl =1si V[k] <3, T'[k] = 0 sinon.

Donc T' = (1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0,0).
La variable S est la somme des coefficients de T', donc S = 5.
Le programme calcule et affiche le nombre de coordonnées de T strictement inférieures & 3.

14



Exercice 20

1. lim — =0 ; lim In(z) = —oo donc lim 1+ 1In(x) = —oco, et lim = = 0" donc
z—0+ 4 x—07F z—0F z—07F
1+1
lim 1+In@) = —00 et lim f(x) = —o0
z—0t x z—0+

2.
x 14+In(z 1  In(z
flo) -2 =18 _ 1, )
x x x
T 1_O . ln(a:)_o . ) } lim  f(x) _0
Jm - =0 Jm i par croissances comparées ¢ lim f(z 1=
La droite d’équation y = % est asymptote oblique & C en 4o00.
~ 1+In(x)

3. Pour obtenir la position relative de C et D on étudie le signe de f(z) —
x

14+In(z) >0 < In(z) > -1 <= z>e ' =

o= B8

Comme sur |0, —|—oo[ x>0:

1
Sur]O,[, f(z) — 4 <0ie. f(z) < %etCestendessousdeD
e

H

et C est au-dessus de D.

Sur E,—i‘oo[a fl@) =72 0ke flz) >

1
C et D se coupent en A (, )
e 4de

Exercice 21

g3 100 D

2/100
/ D

/\

00 D

\

9/100

/

l.a) D
D’aprés la formule des probabilités totales :

P(D) = P(A) x Pa(D)+ P(B) x Py(D) =+ x 242, 9 4 6 10 1

37100 + 37100 100 + 100 100 10
1.b) On doit calculer

p (A):P(AQD):P(A)XPA(D):%X%:ﬁo:ixm:izz
b P(D) P(D) L L 10 10 5



2.a) On counsidére 'expérience : on préléve une balle, que l'on répéte n fois dans des conditions
identiques et indépendantes.

1
On considére ’événement « la balle prélevée est défectueuse » de probabilité 10

Soit X la variable égale au nombre de balles défectueuses prélevées. X suit une loi binomiale de
1
parametres <n )

10
k n—k
X =[0n), Vkelon], Px=8=(")(=) (=
n T ) \10) 10
2.h)
I _n 1 9 on

Exercice 22

a) lim (=3n? —n+8)= lim (-3n?) = -0

n—-+o0o n—-+o0o

_3n—n2—|—3—n —n?2+2n+3

b = —
) un 2n? +1 n2 +1
. . —n? . 1 1
hm Up = hm _— = hm —_ =
n—r=+00 nStoo 2n2  nodoo 2 2

1 \"
c) —1< —3 < 1ldonc lim <—3> =0et lim 3n=+4o0,donc lim wu, = 4oo.

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o

errer (i) =m0 (1)

4 4\" 4\"
7>1donc lim 7 =+00; -1 < = < 1donc lim <7> =0dou lim 1—<7) =1, et

n——+o0o 7 n——4o00 n——400

lim wu, = +oc.
n——+o0o

1 1
n
]_ R
&) up = 21 5<+5"><5>”1+5n

om_—92 2\ \2 2
2n <1 - 2n> 1=
. n ) 1 . n . 5
5>1donc lim 5" =+4+occet lim — =0.2>1donc lim 2" =+occet lim — =0. = >1
n—-+00 n—+oo Hn n—+o0 n—-+oo 2" 2

5 n
donc lim <2> = +o0, et lim wu, = 4oo.

n—-+00 n—-+o00

16



Exercice 23

1.

x1P4+2x134+2x1246x1-12=24+2+2+6—-12=0

P(1) =2
2x (=2) 2% (=23 +2x (=22 +6x%x(-2)-12=32-16+8—-12-12=0

P(=2)

donc 1 et —2 sont racines de P.

2.a) P est factorisable par (z — 1)(z — (=2)) = (z — 1)(z + 2), i.e. il existe un polynéme Q(x) tel que
P(z) = (x —1)(z + 2)Q(z).

2.b) P est de degré 4 et (x — 1)(x 4 2) de degré 2, donc Q est de degre 2.

2.¢c) (x—1)(z+2)=2’+2z -2 —-2=2?+2—2.

Par division euclidienne :

204 + 223 + 202 + 62 — 12 | 22 + 2 — 2
— (2% + 223 — 42?) 222 4+ 6
622 + 62 — 12
— (622 + 62 — 12)

0

P(z) = (z — 1)(z + 2)(22* + 6)

2. P(x) =0 <= z—1=0oux+2=00u2?+6=0 < r=1loux=—2
(222 +6 = 0 n’a pas de solution)

3.
x —00 -2 1 +00
x—1 — - 0 +
x+2 - 0 + +
227 + 6 + + +
P(z) + 0 - 0 +

17



Exercice 24

1. Les coefficients du tableau sont positifs et leur somme vaut 1. Donc on définit bien la loi d’une

variable aléatoire.

1 ~—————
0,85+ —
— 06— o

— o 045}

e—— o 0710

, 3 2 1 I T
(Fonction de répartition de X, dont la loi est donnée par P(X =

;P(X=1)=0,15; P(X =2) =025 ; P(X =3) =0,15.)

3.
P(X <0)=P(X =-2)+P(X =—-1) =045
P(X>1)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,55

P(-2<X<2)=PX=-1)+P(X=1)+P(X =2)=0,75
4,
E(X)=-2x0,1+(-1)x0,35+1x0,1542 x 0,25+ 3 x 0,15
=—0,2—0,35+ 0,15+ 0,5 + 0,45 = 0,55
V(X) = B(X?) — (B(X))?
E(X?) = (-2)2x0,1 + (—=1)* x 0,35+ 12 x 0,15 + 22 x 0,25 + 3% x 0,15
=0,4+0,35+0,15+1+1,35 = 3,25
V(X) = 3,25 — (0,55)? = 3,25 — 0,3025 = 2,9475
5.

E(Y)=E(2-3X)=2-3E(X)=2-3x0,55=0,35
(—3)2V(X) = 9 x 2,9475 = 26,5275

2 = f2)=22—-2=2

6. Soit f(z) =a® -z et Z = f(X), donc Z(Q) = {f(-2), f(-1), f(1), f(2), f(3)}.
) =
1= (3): ~3=6

—2)=0,1; P(X =

~1) = 0,35



P(Z=2)=P(X=-1)+P(X=2)=0,35+0,25=0,6
P(Z=6)=P(X=-2)+P(X=3)=0,10+0,15=0,25
D’ou la loi de Z :
oo l2]6

Exercice 25

Lj) =20
() = 1 x 2% —In(z) x 2 _ T 2z In(z) _1- 21In(z)
(22)2 ! 3
puis
() = —2 x 2% — (1 -2In(z)) x 322 _ —22% — 322%(1 — 2In(x))
(25)2 26
_ —2-3(1-2In(z)) —5+6In(x)
B x? N x?
2.
~5+6In(r) >0 < 6ln(z) >5 <= In(z) > g — x>0

et 4 >0, d’oi

M@ - 0+
Sur 10, €55, f"(z) < 0 et f est concave. Sur ]e%/6, +oo[, f”(z) = 0 et f est convexe.

f" s’annule et change de signe en /6 donc C admet un point d’inflexion de coordonnées (65/ 6 f (65/ 6)).

Exercice 26

1. n = int(input(’entrer la valeur de n : ’))
2. k=0

3. 8=0

4. while s < n:

5 k=k +1

6 s = k¥x*x2 + k

7. print (k)
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Exercice 27

dt avec u(t) = In(t)

(u t))E = [In(in(t)|” = m(1n(3)) - Wm(in(e)) = n(In(3)) - In(1) = In(In(3))

1 1
- [m(u(t)) - [1n(et+ 1)]0 —lIn(e+1) —In(e® + 1) = In(e + 1) — In(2)

1 1 2 1 1 e e—1
— |z u®) 1t -0 - _ = o
[aeH } z><e)

[t 241 [t () oo ulf) — 2
18_/0 G )3dt—/0 oIt (t)=t*+t+3

o 1 1 1N (1 942 16 8
L 2®)?, | 202+t+3)2], \ 2x25 2x9) 450 450 225

20



Exercice 28

1 2 3 0 2 3
Soient A=10 1 2|,J=|0 0 2| et Ilamatrice identité d’ordre 3.
0 0 1 000
1.
1 00 0 2 3 1 2 3
I+J=1010]l+|0 0 2|=]01 2|=A4
0 01 0 00 0 01
2.

o O
o o o S~———

o O O
o o O

donc pour k > 3, JEk=J3x JF3 =0 x JF3 = 0.

(n—-1)

3. Soit P(n) la propriété « A™ =1+ nJ + r 5 J? ».

0x (-1
Initialisation. Pour n =0: I +0 x J + Xé>J2 = I = A% donc la propriété est vraie au
rang 0.

Hérédité. Supposons qu’il existe un entier n > 0 pour lequel la propriété est vraie.

AT = A x A"

—1
avec, par hypothése de récurrence, A" =1+ nJ + n(n2)J2 et A=1+J,don

A" = (14 ) (I +nJ + "("_1)J2>

2
:I+nJ+n(n2_1)J2+J+nJ2+"(n2_l)J3
—I+(n—|—1)J+<n(n2_l)—|—n>J2 (car J® =0)
:I+(n+1)J+WJ2:I+(n+1)J+n2+nJ2
:I+(n—|—1)J+(n+21)nJ2

et la propriété est encore vraie au rang n + 1.
n(n—1)

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, Vn € N, A" =1 +nJ + Tﬂ'
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1 00 0 2 3 . 0 0 4
n(n —
An—010+n002+(2)000
0 01 0 00 0 00
1 2n 2n%+n
A" = 1 2n
0 1
Exercice 29
1.
lim 2 = 2
z—0 1
Iyg%)ln(ac) oo done algr%) 5 In(z) = +o0 lim f(x) = +o0
lim —z =0
z—0
lim 2=2
r—+00 1
xEI—il—loo In(z) = 400 donc xEI—&I-loo ——In(z) = —o0 mll)rfoo f(z) = —o0
lim —z=-
T—+00
1 1 1
2.V >0, flla)=—=x——1=———1
Sur ]0, +o0[, —=— < 0 et —1 < 0 donc f'(z) < 0 et f est strictement décroissante sur |0, +o0].
x
x 0 +00
f'(@) -
400
e S~
—00

3. f est continue et strictement décroissante sur |0, +00].
0 appartient a l'intervalle image f(]0, +o00[) = R,
donc d’apreés le théoréme de la bijection, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur

10, +00], notée a.

4.
f(l):2—%ln(1)—1:2—0—1:1
fla)=0
f(e):2—%111(6)—6:2—%—6:;—6

3
5 e< 0 < 1donc f(e) < f(a) < f(1), et comme f est décroissante, 1 < o < e.
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Exercice 30

1.
bp =1
bn+1 = 2b,
donc (by,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1.

Vn €N, b, = by x 2" =2"

2. apt1 = 2an + by = 2a, + 27
3.a)

nt1  an  20p+2"  ap

Cn+l1 — Cp = bn+1 b, T on+l - 27

n
2ap, 2" _Gn_Gn 1 an

1
S T R TR T R TR

1 a
donc (¢y,) est une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme cy = b—o = 0.
0

1
3.b) On a alors pour tout n € N, ¢, = ¢ + n X 3= g

a n
3.c) cn:—”doncan:cnxbn:§><2”:n><2"_1.

n

Exercice 31

Une urne contient 5 boules blanches et 7 boules rouges. On effectue 4 tirages sans remise.

1. Les 4 boules tirées sont rouges si R; N R N R3 N Ry est réalisé.

D’apreés la formule des probabilités composées :

P(Rl NRyNR3N R4) = P(Rl) X PR1 (RQ) X PR1ﬂR2 (Rg) X PleRsz3<R4)
7 6 5 4 TX6x5Hx4 7

9 12x11x10x9 99

— X — X — X

12 11 10

2. Une boule rouge apparait pour la premiére fois au 3¢ tirage si By N By N R3 est réalisé.
5 4 7 7

P(Bl ﬂBQﬁRg) :P(Bl) X PBl(BQ) X PBlﬁBg(R3) = E X ﬁ X 1—0 — %

Exercice 32

o . 2" —1
On considére la suite ¢, = 1 — ET=
.ooon—1 , " 1 2\t 2
nkﬁloogn—l—nﬂ‘foosw—l—nﬂﬁlwﬁ(s) =0 (CM‘1<3<1)

donc lim ¢, = 1.
n—-+0o

Le programme calcule le plus petit entier n & partir duquel ¢, > 0,95.
Donc pour n > 11 on a ¢, = 0,95 et ¢19 < 0,95.
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Exercice 33

1
L. f(m):ln<1i2>—2x sur | —1,1].
Sur |- 1,1, 142 >0et1—2>0donc f(z) =In(l+z) —In(1 —z) — 2z et
, 1 ~1 1 1 l—z+14+z-21+2)1—-2) 2-2(1-2?) 222
fx) = - —2= + 2= = 5~ 3
l+z 1—x l+z 1—x (1+2z)(1—2) l—z 1—x

Sur ] —1,1[, 222 > 0 et 1 — 2% > 0 donc f'(x) > 0 et f est croissante.
2. f(z) = (2% + 1)e~ ™.
flx) =20e ™4 (22 +1)(—e %) = 2z —2® — 1)e ® = (—2? 4 2z — 1)e®
= (2 —2c+1)e = —(z—1)%"

Sur R, (x —1)2 > 0et e® >0 donc f/'(z) <0 et f est décroissante.

Exercice 34

1 0 O
1. Soit A=|6 -5 6
2 -2 3
1 0 O 1 0 O 1 0 0
A2=16 -5 6|6 -5 6| =|-12 13 —12
-2 3 2 -2 3 —4 4 -3
3 00 2 0 0 1 0 0
3 -2A=10 3 0| —112 —-10 12| =] —-12 13 —-12
0O 0 3 4 -4 6 -4 4 -3
donc | A2 =3I — 24|
0O 0 O
2. Soit H=13 -3 3
1 -1 1
1 0 O 0o 0 O 0 0
AH=16 -5 6 3 =3 3| = 9 -9 9 = -3H
2 =2 3 1 -1 1 -3 3 -3
donc | AH = —3H |.
3.
1 0 O 1 0 0 0
A-TI=16 -5 6|—10 1 0] = -6 6| =2H
2 -2 3 0 0 1 2 =2 2

donc|A=1+2H|.

24



4. Soit P(n) la propriété « A" =1+ e, H ».
Initialisation. I +egH =1+ 0 x H =1 = A°, donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité. Supposons qu’il existe un entier n > 0 pour lequel la propriété est vraie.
Al — A A" = A(I + e, H) = A+ e, AH
Avec A=T+2H et AH =—-3H :
A" =T 4 2H + e, (-3H) =1+ (2—-3e,)H=1+e, 1 H

donc la propriété est encore vraie au rang n + 1.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, Vn € N, A" =1 + e, H.

€y = 0
ent1 = —3ey + 2

donc (e;,) est une suite arithmético-géométrique.

1
Onrésout £ = —30 +2 < 40 =2 < Ezi'

1
On pose wy, = e, — 2> alors

1 1 3 1
Wptl =€pt1 — = = —3ep +2— - =3¢, + - = -3 €n =3 = —3wy,

2 2 2
. . . . 1 1
(wy,) est une suite géomeétrique de raison —3 et de premier terme wy = eg — 3= "5
1
On a alors Vn > 0, wn:wox(—i’))":—ix(—i’))" et en:wn+§, soit
1 1
en:—fx(—3)”+§
6.
1 00 0 0 O
A =Tt (e D=0 1 o+ (-tar+i) |3 -3 3
2 2 2 2
0 01 1 -1 1
1 0 0
3 3 3 1 3 3
n __ __(_ n _ —_(_ n __ _ __(_ n _
P T
1. 1 1 .. 1 1, 3
5(=3)" 5 S(8)" =5 —5(=3)"+ 3
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Exercice 35

1.
1 L 1 1 1
/ mx" dx = [nx—x”} = [x"} =1"-0"=1
0 m 0 0
2.
In(2) 1 In(2) 1 In(2)
/ (e—x €—2x) dr = [_e—w _ e—2xj| — |:_e—x + €—2$:|
0 —2 0 2 0
@) , 1 —ome) o, 1o
= | —e + 56 — | —e + 56
1 1 1 1 1
(/) tomayy 2 b L2
e + —e + 5 5 + 5 X 1 + 573
3.

[ e [l == o] =[] -k

Exercice 36

T
. . e
1. lim e = 0 donc lim =
T—>—00 z——o00 1 + %
horizontale en —oo.

=]

1 1
lim e * =0donc lim = =
T—~+00 z—+oo e~ T + 1 0+1

C admet en 400 une asymptote horizontale d’équation y = 1.

1.

Exercice 37

Deux urnes : U (2 blanches, 1 noire) et V' (1 blanche, 3 noires).

1. X7 est le nombre de boules blanches tirées au 1¢" tirage. Le premier tirage s’effectue dans U donc

2
X1 suit une loi de Bernoulli de paramétre 3

2.a) Si (X1 =0) est réalisé, le premier tirage a donné une boule noire. Le deuxiéme tirage se fait dans

U donc ) 5
Pix,=0)(X2 =0) = 3 Pix,=0) (X2 =1) = 3

26



2.b)

2.¢)

Si (X7 = 1) est réalisé, le premier tirage a donné une boule blanche. Le deuxiéme tirage se fait

dans V donc
Pix,—y(X2=1) =

Pix,=1)(X2 =2) =

= ]

(le nombre de boules blanches n’augmente pas, on a obtenu une boule noire dans V')

(le nombre de boules blanches augmente de 1, on a obtenu une boule blanche dans U)

Aprés 2 tirages on peut avoir obtenu 0, 1 ou 2 boules blanches donc X2(€2) = {0, 1, 2}.

D’aprés la formule des probabilités totales :

1 1 2 1
P(X2 = 0) = P(X1 = O)P(X1:0)(X2 = 0) +P<X1 = 1)P(X1:1)(X2 = 0) = g § + g x 0= §
1 2 2 3 13
P(X2:1):P(Xl:O)P(X1:0)(X2:1)+P(X1:1)P(X1:1)(X2:1):gx§+§XZ:T8
1 2 1 1
P(XQIQ):P(X1—O)P(leo)(XQ—Q)—FP(Xl: )P(Xlzl)(X2:2):§XO+§XZ:6
D’ou la loi de X5 :
ELCIERE:
TTI3T1
(X2=k) 51135
1 13 19
E(Xo) = — 41X —=42XxX=-=—
(Xa) =00 1 gg 25 = 1

2. Programme simulant X :

12. resl =0

13. tirage2 = rd.randint(1,4)
14. if tirage2 <= 2:

15. res2 = 1

16. else:

17. res2 = 0

18. X2 = resl + res2

19. print(X2)

Exercice 38

1.

2.

f(z) existe si et seulement si 2% — 4 # 0, i.e. x # £2, donc f est définie sur Dy =R\ {-2,2}.
Soit « € Dy, alors —x € Dy (car Dy est symétrique par rapport a 0) et

T
= — | 20 — =
z? —4 <$ 1‘2—4>

f est impaire. Sa courbe est symétrique par rapport a 'origine.

() =2(~2) - (_5572“'_4 = -2+

g(z) existe si et seulement si 22 +2 #0. Or Vo € R, 22 > 0 donc 22 +2 > 2 et 22 + 2 # 0, donc
g est définie sur D, = R.

Soit x € Dy, —x € Dy et

—x _ e—(—;r) e~ T

A A -

g est impaire.
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3. h(x) existe si et seulement si 2 +1 > 0. Or Vo € R, 22 +1 > 1> 0 donc D}, = R.

Vr € Dy, —x € Dy, et
h(—z)=In((-2)? +1) =In(z® + 1) = h(x)

h est paire. Sa courbe est symétrique par rapport & 'axe des ordonnées.

Exercice 39

n n n 1
A:Z(3k+2):32k+22:3xn(n;—)—FZ(n—l—l) (il y a n + 1 entiers de 0 a n)

k=0 —0
~ (1) <32n+2> _ (n+1)(3n +4)

M:
:T

C = Zlnk+ :ZIHk—i-l
k=1

:(ln()—l—ln(B) ---+ln()+ln (n+1)) — (In(1) + In(2) + - - - + In(n))
=In(n+1) —In(1) =In(n +1)

Exercice 40

1. f(t)=t(1—t) =t —t>donc f'(t) =1 - 2t.

=
\ )
RN,

1
2. Soit P(n) la propriété « u, € [0, ] ».
g

} et la propriété est vraie au rang 0.

N

1
Initialisation. ug = 3 donc ug €

28



Hérédité. Supposons qu’il existe un entier n pour lequel la propriété est vraie. Par hypothése

1 1 1
de récurrence, 0 < u, < 37 et f est croissante sur [O, 2}, d’ot f(0) < f(un) < f <2>, ie.
1

0 < upy1 < = < -, et la propriété est vraie au rang n + 1.

1
472
. . . ) 1

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, Vn € N, u,, € |0, 3|

3. Soit n € N,

2

2
Unt1 — Up = Up(l —up) — Up = up — u;, — up = —u,

donc up41 — u, < 0 et la suite (uy) est décroissante. (u,) est décroissante minorée par 0 donc

d’aprés le théoreme de la limite monotone, (uy) est convergente. On note liril up = L.
n—-—+00

4. nll}rfoo u, = ¢ donc nll&loo up+1 = £ d’une part, et ngrilm un (1 — uy,) = £(1 — ¢) d’autre part.
Or upt1 = up(l — uy), d’ott par unicité de la limite, £ = £(1 — £).
On résout I'équation précédente :
(=l1-0) <= (=(—1? — 0=—-1? < (=0

D’ou

lim u, =0
n—-+00

Exercice 41

. f(z) =1 x e +ze® = (14 z)e”
Sur [0,4o00[, 1 + 2 > 0 et €* > 0 donc ¢'(z) > 0.

g0)=0xe’—1=-1

lim ==+

zreo lim g(x) =+o00
lim e* =+o0 T—=>+o0
r—r+00
4y 0 400
g'(x) +
+00
-1
2. Sur [0, +o00[, g est continue et strictement croissante.
0 appartient a U'intervalle image ¢([0, +o00[) = [—1, +o0],
donc d’apres le théoreme de la bijection, Iéquation g(z) = 0 admet une unique solution sur
[0, +o0.

g(0)=—-1;g(a)=0;g(l)=e— 1.
—1<0<e—1ie. g(0) <g(a) <g(l) et comme g est croissante, 0 < a < 1.
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3. Méthode de dichotomie :

1. import numpy as np

2. def g(x):

3 return x*np.exp(x) - 1
4. a=0

5. b=1

6. while b-a > 0.01:

7
8.
9.

m = (a+b)/2
if g(a)*g(m) <= 0:
b=m
10. else:
11. a=m

12. print(a)

Exercice 42

F' est une primitive de f.

__z _1 2 _ 2 oy o _ 1 (=)
L. f(z)= o X o On pose u(z) =z + 1, v/(x) = 2z, d’ou f( )—5 X (2) et
Flz) = S In(u(z)) = %ln(xQ +1)
> x?
2. f(x) = xe~*/2. On pose u(z) = — 5 u'(z) = —z, don f(z) = —u/(z)e"®) et
F(x) = —et(@) — _—7%/2
1
3. f(z) = i1 donc F(z) = §ln(2x +1).

Exercice 43

Une mouche se déplace entre trois piéces A, B et C.

1. Les événements (A, By, Cy) sont deux a deux incompatibles (la mouche est dans une seule piéce
a la fois) et de réunion ’événement certain (la mouche est forcément dans 'une des trois piéces),
donc (A, By, Cy) est un systéme complet d’événements.

2. On a l’arbre de probabilité suivant :

an b| Cn
0 0 g 1 2\/< 0 0
An+1 Bn+l Cn+1 An+1 Bn+1 Cn+l An+l Bn+l C’n+1
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D’aprés la formule des probabilités totales :

P(Apt1) = P(An)Pa, (Ans1) + P(By) Pp, (Ant1) + P(Cn) Pe, (Ant1)

1
apt+1 = an

De méme,

1
bpi1 = an + §bn + cn et Cnt1 = by

Exercice 44

1.

else:

3
4
5. return 0
6
7 return 1 - 1/x**2 - 2+np.log(x)/x**2

2. On obtient la représentation graphique de f sur Uintervalle | — 2, 5[.

Exercice 45

1. A(z) = (22 — 2)In(x).
2—2=0 < 22=2 <<= z=—V20uz=V2

un polynéme de degré 2 est du signe du coefficient de 22 & extérieur des racines
poly 2 g

x 0 1 V2 +00
) — - 0 +
In(x) - 0 + +
A(x) + 0 — 0 +

B@)| - 0+
Exercice 46
21
L f() = 2n(e) - = —a? (-2 4 1).
x
1 21
lim n(z) = 0 par croissances comparées, donc lim — n(z) +1=1
zo+oo 2 it 22
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T—r+00 r—+00
lim 2In(z) = —oc0
r=07" lim f(z) = —o0
lim —22 =0 =0t
z—0F
1 1
2. f(x)=—In (1+ )
x x
. 1 . 1
lim —=0donc lim 14+ —=1 1
TI+00 X TF00 x par composition  lim In <1 + > =0
lim In(X) =0 Trteo x
X—1
et par produit
li =
e T =0
e’ —1
3. =
fw) =
.oet—1 . . .
. hr% =1 (cours, taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0).
r— X
x
° liI_I‘_l — = 400 par croissances comparées (I’exponentielle ’emporte sur la puissance) et
r—+o00 I
1
lim —— =0, donc par somme | lim f(z)= +oo|
r— 400 X r— 400
e lim e¢*=0donc lim e*—1=—-1let lim z=—oo0,dou| lim f(z)=0]|
T—r—00 Tr—r—00 T—r—00 T—r—00
x
4. f(x):x—l—l—e—x.
lim x4 1=+o00
oo lim f(x) =+
lim — = 0 par croissances comparées z—=+oo
r—+o0 el
rze® + et —x
f(z) = IR
lim ze® = 0 par croissances comparées, lim e* =0, lim —x =40
T——00 T——00 T——00

donc lim ze® + e —x = 400, et lim e* =0T, d’olt par quotient
T—r—00 T—r—00

lim f(z) =400

T——00

Exercice 47

1. def Somme(n):

2. S=0

3. for k in range(l, n+1):
4 S =8 + kxx(1/3)

5 return S
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Exercice 48

X =22

4ot — 922 +2=0 )
4X2 - 9X +2=0

4X? —9X +2 =0 est une équation de degré 2 en X. Son discriminant vaut
A= (=92 -4x4x2=81-32=49>0

d’otl deux solutions

—(=9)—v49 9-7 1 9+ 7
X| = = = — Xo=— =29
! 2 % 4 s —1 2778
On a donc
xz—l T —loux 1
4 ) 4 2 2
4" = 92" +2=0 <= { ou <~ S ou
2 =2 r=—/2o0ux=+2
11
S=<¢— — =, V2
{-~va-338)

Exercice 49

Une urne contient 1 boule noire et 3 boules blanches.

1. On effectue entre 1 et 4 tirages pour obtenir la boule noire, donc Z(Q2) = {1, 2, 3,4}.

Pour k € [1,4], on note By I’événement « on obtient une boule blanche au Eme tirage » et N, «
on obtient une boule noire au k*™® tirage ».

1
(Z=1)=N, donc P(Z=1)=P(N;) = 1
3 1 1
(ZZQ):BlﬂNQ donc P(Z:2):P(Bl)XPB1(N2):ZX§:Z
3 2 1 1
(Z:?))ZBlﬂBgﬂNg donc P(Z:3):P(Bl)XPB1(BQ)XPBlﬁBQ(N3):ngxgzl
(Z:4):BlﬁBgﬂB3ﬂN4
3 2 1 1
P(Z = 4) = P(Bl) X PBl(BQ) X PBlﬁBg(B3) X P31032m33(N4) = Z X g X 5 x 1= Z
’ Z suit une loi uniforme sur [1,4] ‘
2. )
441 ) 44 —1 15
FZ)=—= 7)) = - =
@)=—%"=3 & Vi@="p5 =5
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Exercice 50

1.
uy =1L, Uz = 2_27 uz = 2 3_6
2. Soit n € N*|
n+1 n
1 1 1
— = - — — = >
gt = Un =) F 12!
k=1 k=1
donc la suite (u,,) est croissante.
3. Soit f(z) = In(1 + x) sur [0, +oo.
1 1
/ _ t 1" _
fO=1 @ F@-—g37
f"(x) < 0 donc f est concave.
Soit T la tangente & Cy au point d’abscisse 0 : T a pour équation y = f'(0)(z — 0) + f(0), avec
1
f(0) =1In(1) =0et f'(0) = m—l,d’oﬂy:aa
La courbe d’une fonction concave est située en dessous de ses tangentes, donc
Vo >0, In(l+2z)<x
4. Soit k € N*,
k+1 1
In(k + 1) — In(k) = In <+> —In (1 + )
k k
1
5. Soit k > 1, z > 0 donc d’apreés la question 3, In <1 + k:> T et donc d’apreés la question 4,
1
In(k+1) —In(k) < T
6. Soit n > 1. En sommant l'inégalité précédente,
n n 1
> (In(k + 1) — In(k)) < z
k=1 k=1
avec
(In(k+1) —In(k)) =) In(k+1) Zln
k=1 k=1
= (In(2) + In(3) + ---+1n(n+ 1)) = (In(1) + In(2) + - - - + In(n))
=In(n+1)—In(1) =In(n+1)
On a bien
’Vn >1, In(n+1)< un‘
7. lim In(n+ 1) = 400 donc par comparaison

n——+o0o

lim wu, = 4o
n—-+o00
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