Lycée PARC DE VILGENIS Mathématiques

2024-2025

ECT2

Programme de colle n° 2

& partir du lundi 7 octobre

e Chapitres pouvant faire I’objet d’exercices

— Continuité sur un intervalle, méthode de dichotomie en Python

— Couple de variables aléatoires

e Question de cours/exercices a préparer

Les exercices doivent étre préparés avant la colle.

3 1 1 01 1
(Q1) Soit A=(0 3 1|.Onpose N=[0 0 1
0 0 3 0 0 0

1. Calculer N3. Que vaut N* pour k > 3.

2. En donnant le détail des calculs, simplifier (Z) pour n > 2.

3. A Tlaide de la formule du bindme de Newton, calculer les coefficients de A™, pour tout n > 2.

(Q2) Théoréme de la bijection monotone, méthode de dichotomie. Soit f : R — R la fonction
définie par

f(z) = -2 +z+1.

1. Dresser le tableau de variations de f sur R.

2. A l’aide du théoréme de la bijection monotone, montrer que f réalise une bijection de [%, —|—oo[

sur un ensemble & déterminer.

3. Montrer que ’équation f(x) = —3 admet exactement une solution « sur {%, +00 {

4. Montrer que « €]1,2].

5. (a)

Compléter le programme Python suivant afin qu’il donne une approximation de o & 1072
pres :

def fonction(x):

VR
return y
a:
while ..................:
if fonction(c)<-3:
...=C
else:
...=C
print(...)

Faire un schéma clair et détaillé qui justifie le choix de a et b dans le cas de figure qui
correspond a fonction(c)<-3.
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(Q3) Soient (u,)nen+ €t (vn)nen+ deux suites. On suppose que u; = 1 et v; = 2. On suppose que pour tout
n € N* on a:

1 1
{un+1 - §un + §Un

1 1
Un4+1 = _§un + §Un

n

Pour tout n € N*, on note U,, = (u">
1. Déterminer une matrice A pour laquelle :
Vn € N* U,y1 = AU,
2. Etablir par récurrence la formule suivante :

Vn e N*, U, = A" 1U;.

1 1
2n71 - - 2n71
+ 2 2
3. On admet que pour tout n > 0, A™ =
1 1
- anl 27’7,71 4=

2 2
En déduire ’expression de u,, et v,, pour tout entier naturel n non nul.

(Q4) Connaitre et manipuler les formules (1). Soient X et Y deux variables aléatoires finies et 5 un
réel positif. On suppose que la loi du couple (X,Y") est donnée par ce tableau.

Y 1 2 3
0 2p 34 3p

1 38 28 38
2 343 ? 23

1. On donne P(Y = 2) = 83. Déterminer en fonction de f la valeur manquante dans le tableau afin
qu’il puisse effectivement représenter la loi du couple (X,Y).

2. Déterminer la valeur de 8 pour que ce tableau puisse effectivement représenter la loi du couple
(X,Y).

3. Déterminer les lois marginales de (X,Y). Déterminer E[X] et E[Y].

4. Calculer E[XY] puis Cov(X,Y). Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

(Q5) Connaitre et manipuler les formules (2). Soient X et Y deux variables aléatoires finies. On sup-
pose que la loi du couple (X,Y") est donnée par ce tableau.

Y 1 9 3
1 1 1

0 1 5 3

1 1 1

1 3 3 1

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X +Y . En reconnaissant une loi usuelle, donner E[X +Y]
et V(X +Y)

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y — X. Calculer E[Y — X] et V(Y — X).

3. (a) Rappeler les identités remarquables V(X +Y) et V(Y — X). Déduire de ce qui précede
Cov(X,Y).

(b) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

4. (a) A laide des valeurs de E[X + Y] et E[Y — X]|, déterminer E[X] et E[Y].
Indication. Se ramener a un systéme linéaire puis le résoudre.

(b) Calculer E[XY], sans utiliser le tableau de lois conjointes.
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