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Fonctions usuelles - applications

Exercice Remarque Initiale : L’ensemble 2N est en fait ’ensemble des entiers (naturels) pairs et I’ensemble 2N + 1 celui des
entiers (naturels) impairs.
I.SiE=F=Nalors f(n) =2n—1¢€ 2N —1pourn # Oet f(0) =0.0r,Vn > 1 f(z) > 1, il s’en suit que
f(N*) = 2N + 1. On s’en assure en considérant un entier impair 2k + 1 et établissant que f(k + 1) = 2k + 1.

Par suite, f(N) = {0} U (2N + 1) # N et la fonction f n’est donc pas surjective. En revanche, comme la fonction
affine n — 2n — 1 est strictement croissante et que f(0) = 0 ¢ f(N*) on obtient que f ainsi définie est injective.

En particulier, f n’est pas bijective.

2. Par comparaison a 1’étude précédante, f n’est pas plus surjective (on propose un domaine d’arrivée encore plus grand)
et reste injective (le domaine de départ ne change pas)
En particulier, f n’est pas bijective.

3. Cette fois-ci, la fonction f est définie sur tout Z donc le cas sinon dans sa définition doit s’étudier de fagon plus
approfondie :

Vn<0 f(n)=-2n€?2N

De plus, si £ € 2N alors 3n € Nk = 2n; considérons alors £ € 2N fixé et prenons n € N associé. On a alors que
f(—=n) = —=(—2n) = k € 2N prouvant que tout élément de 2N est atteint par f.

Par ailleurs, nous avons déja vu auparavant que f(N*) = 2N+1d’ou f(Z) = f(Z_)Uf(N*) = 2N)U(2N+1) = N.
La surjectivité est attestée.

Pour I’injectivité, prenons k£ # n deux entiers relatifs et posons 1’équation f(k) = f(n). Si k et n n’ont pas méme
signe, alors on a clairement que f(k) et f(n) n’ont pas méme parité et ne peuvent donc étre égaux : k et n ont donc
méme signe.

Mais les fonctions n — —2n et n — 2n — 1 sont toutes deux strictement monotones sur R dou I’injectivité s’en suit et
f(k) = f(n) n’admet pour seule solution que k = n.

La fonction f est, dans ce cas, injective et surjective donc bijective.

4. Dans ce dernier cas, on note immédiatement que f(—1) = 2 = f(3/2) ce qui rompt la définition de I’injectivité.
Par ailleurs, 1’équation f(z) = —1 n’admet aucune solution puisque 22 — 1 = —1 <z = 0 (ne correspond donc
pas a I’expression employée pour calculer I’image de 0) et que —22 = —1 < 2 = 1/2 (ne correspond pas non plus
I’expression employée pour calculer I’image de 1/2). La fonction n’est donc pas non plus surjective dans ce cas.
A retenir : Les notions d’injectivité et de surjectivité dépendent drastiquement des domains de départ et d’arrivée d’une
application ; on gardera donc a I’esprit que la seule donnée d’une expression de calcul général d’images ne suffit absolument
pas a se prononcer sur ces questions.

Exercice @ L’hypothese s’écrit donc f(R) = A = {a;...a,} avec n > 2. Supposons que les éléments de A sont indexés selon
I’ordre croissant et énumérés sans répétition : a; < aj pour 1 < ¢ < j < n.

C 1 a; +a . .
Prenons alors le cas de a; et as et considérons o« = % ¢ A. Notons I C R un intervalle fermé de bornes x; et x5

admettant a; et ay respectivement pour images par f (existent par hypothése et sont distincts).
On raisonne ensuite par I’absurde : supposons f continue. On aurait alors, par le théoréme des valeurs intermédiaires, que :

Vk € [ar;a] Jx eI f(x)=k

Donc « € A mais par construction de liste (a1 ; a2 ; ... ; a,) ceciest absurde. Donc f n’est pas continue.

Exercice I’idée de cet exercice est d’utiliser une définition récurrente de la suite proposée afin de démontrer la plupart des
résultats par récurrence.
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1. Nous (re)définissons ainsi la suite (T, )nen par :
Ty = exp
Thy1 =€ =expoT,

Eventuellement, il serait possible de définir 7 = idgr mais ce n’est nullement nécessaire.

2. Par récurrence sur n € N* :
— Initialisation : Pour n = 1 on a 77 = exp qui est définie et dérivable sur R.
— Hérédité : Supposons que, pour un entier n > 1 fixé, on ait 7;, définie et dérivable sur R. On aura alors T}, 41,
composée de exp avec 1;,, définie et dérivable sur R.
D’ou I’hérédité.
— Conclusion : Pour n > 1, on a donc 7}, définie et dérivable sur R
3. Nous allons donc établir ce résultat par récurrence sur n € N* :
— Initialisation : Pour n = 1 ona T} = exp donc T} = exp et ainsi 7] = H/lq:1 Ty
La propriété est donc initialisée.
— Hérédité : Supposons que, pour un entier n > 1 fixé, on ait :

T=]][Te =T x T2 x...T,
k=1

Montrons qu’alors, cette formule est valable au rang n + 1. Pour cela, calculons :

n n+1
’I'/L-‘rl = (eXp OTn)/ = T7/l X (eXP/ OTn) = H Tk X Tn+1 = H Tk
k=1 k=1

comme exp’ = exp et par hypothése de récurrence. L’hérédité est attestée.
— Conclusion : Pour toutn > 1 ona

ﬂ:Hﬂ:ﬂxmeﬂ
k=1

L’ écriture explicite de T, donne :

x t e

T!(z) = e%e® e ...e°
On espere que le lecteur comprendra la forme en escalier de cette écriture.

4. Nous allons prouver par récurrence sur n > 1 que 7, > O sur R :
— Initialisation : Pour n = 1 on a 77 = exp donc 7] = exp > 0 sur R.
La propriété est donc initialisée.
— Hérédité : Supposons que, pour un entier n > 1 fixé, on ait T/, > 0 sur R. Alors :

/ _ Th
ne1 =1 xe

qui est donc le produit de deux fonctions strictement positives sur R. Il vient que 7}, , ; > 0 sur R.

L’hérédité est attestée.
— Conclusion : Pour toutn > 1lona7, > 0sur R
Ainsi, les fonctions 7,, sont strictement croissantes sur R, continues car dérivables (déja établies) et par le théoreme de
la bijection, elles réalisent donc toutes des bijections de R dans T;, (R).

5. Nous exhibons L; = In et Ly = Inoln de domaines respectifs R* et ]1; 4-00].

Une nouvelle récurrence établit que Dy, = |T,_2(1) ; +o0[ et par lecture inverse des variations et limites de T,, on
trouverait que L,, est strictement croissante, variant de —oo a +o0o pour n > 3.
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