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Intégration

Exercice Calculer les intégrales suivantes :

1 , 1, 2y 2 /42 43 2 .,
1. < — 5)dx 2. / —(1—xz)dz 3. / dt 4. / ( — ) dt 5. / 3e™*dx
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Exercice Calculer les intégrales suivantes :

1 a 2 e”
. 1
1. / 32 2dy 2. / gef/ﬁdx (a € R) 3. / uvu? +1du 4. / ——dt (neN¥)
0 0 e

—1 tint

Exercice Calculer, a I’aide d’intégrations par parties :

t 1 2 T
1. / Inzdr (t>0) 2. / 2™ dr  (a € R) 3. / tln(t+1) dt 4. / (2t +1)e 'dt (z€R)
1 0 0 0

Théoréme fondamental de I’intégration

Exercice E Démontrer 1’existence et I’unicité de la primitive I’ s’annulant en 1 de la fonction f : ¢ — ¢2 In ¢ définie sur R7.
Exercice Démontrer I’existence et I’unicité de la primitive F' s’annulant en 0 de la fonction f : t — 2te—*/? définie sur R.

Exercice @ Soient a, b et ¢ trois réels donnés. Pour 2 € R, on pose F(z) = (ax? + bz + c)e™*.

1. Justifier que F' est dérivable sur R.

2. Déterminer, en fonction de a, b et ¢, I'expression de F”(z). On notera f la fonction F’ par la suite.

3. Justifier que f(z) peut s’écrire sous la forme (ax? + Bz + v)e™® ou a, (3 et «y sont des constantes a expliciter en
fonction de a, b et c.

4. Exprimer les constantes a, b et ¢ en fonction de «, 3 et 7.

5. Applications :

(a) Déterminer une primitive de la fonction définie sur R par : f(z) = (2% — 3z + 1)e™*
2

(b) Calculer la valeur exacte de / (2 — 32%)e " dx
~1

7‘1\2

dz. On ne cherchera pas a déterminer de primitive de

1
Exercice Le but de I’exercice est d’encadrer I'intégrale I = / 16+
0 x

la fonction intégrée.
1. Etablir que, pour toutréel z € [0;1]Jonal —z <e *<1—z+ %2

2. Ecrire alors un encadrement de e~ pour x € [0;1]
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3. En déduire que :
—z2 4

Vee [0l 1-2<—— <1-z+

4. A T’aide de la division euclidienne de X* par 1 + X, établir enfin I’encadrement :

Exercice formules d’intégrations récurrentes
Calculer les intégrales suivantes en fonctionden € N*etx > 0 :

+z ~ 2(1+x)

x 1 tdt x 1 1 14z
1. / = 2. / te~tdt 3. / (1-¢)"dt 4 / t"(1-n"dt 5. / " Intdt
1t 0 0 0 1

Exercice @ Démontrer que, pour tout p > 0 fixé, on a:

r n!
VneN lim t"e Pt dt =
z—+o00 J, p"+1

e e
Exercice On définit une suite d’intégrales (I, ),en par I,, = / (Inx)™ dx avec convention [y = / dx.
1 1

Calculez Iy et I;

Pour x €]1;¢[ et n € N, vérifier que (Inz)" — (Inx)" ! > 0

En déduire les variations puis le signe de la suite (I,,)nen

Etablir la relation de récurrence I,,11 = e — (n + 1)I,, pour n € N

Démontrer que Vn € N (n 4+ 1)I,, < eeten déduire lim I,.

n—-+oo

AU e

n—

Exercice Calculs d’intégrales dites généralisées

—+oo xT
On écrit / f(t)dt lorsque lir+n / f(t)dt existe dans R. On dira alors que I’intégrale /
a Tr—r+00 a a

le cas contraire, on dira que I’intégrale diverge.

1. Les intégrales suivantes convergent-elles ? Si oui, en donner la valeur.

“+o0 22 +oo +oo 92
1./ re~ 2 dx 2./ te=2tdt 3./ dx
0 0 0 :C+2

2. Démontrer que si f est une fonction continue et bornée sur R, alors :

+oo
pour touta € R / f(t)e tdt converge

3. Etblir un résultat similaire si p est une fonction polynémiale réelle avec I’intégrale /

4. Déterminer la nature (convergence ou divergence) des intégrales suivantes :

1 “+o00 1 1 2
1. zIn xdx 2. —dt 3. ——dx 4.
/0 /0 zlnz /0 V1 — 2 /0

Quelle est la valeur de n1,, + I,, + I,,41 en fonction de n € N ? Calculez alors liIE nl,

—+oo

f(t)dt converge. Dans

2

——dt
1+ 7t2

p(t)e tdt.

r—3
24+ zx+1

dt
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Pour aller un peu plus loin

Exercice Sommes de Riemann
Utiliser les sommes de Riemann pour calculer les limites suivantes :
n 1 n n

3 : n : —a a—1
1. 'rzll)I-&r-loo’; n+k 2 ’VLEI-lr-loo; n2 —+ k2 3. ngr-ir-loon ; & (a = 1)

Exercice On donne la suite (v, )pen définie comme :

Vn € N* v, = ((2n)!>n

n"™ n!

1. Exprimer In v,, en fonction de n € N*
2. Démontrer que (In v, ),y converge dans R.

3. Endéduire lim v,
n—-+oo
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