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Algebre Bilinéaire

Exercice E Pour chacune des applications ci-dessous, déterminer celles qui sont des formes bilinéaires (précisez alors les espaces
concernés) :

a) pourx = (z1; T2; T3) ety = (Y1; Y2 ; y3), 'application : f(z;y) = 1y1 +6x2y2 +373y3 +271y2 +371Y3 + 32331
b) pour x = (21 ; @2 ; x3) ety = (y1 ; ya2), application : g(x;y) = z1y1 — Xaya + 3x1y2 — 422y1 + 53y

c) pourz = (w1 ; z2) ety = (y1 ; y2), Uapplication : h(x;y) = 221y? — 3z2y3 + 621y2 — 27291

d) pourz = (z1; z2; x3) ety = (y1; Y25 y3), Vapplication : p(z;y) = (z1y1 + 22y2 5 3T1y2 + T2y1)

e) pourx = (71 ; 2 ; x3) ety = (y1; Y2 ; y3), 'application :

P(x;y) = (@1 +22) (Y1 +y2) + (21 + 23) (41 + y3) + (w2 + 23) (Y2 + ys3) — 5w + 22 + 23) (Y1 + Y2 + y3)
Exercice Parmi les formes bilinéaires de 1’exercice , indiquez celle(s) qui permettent de définir un produit scalaire.

Exercice | 3| On définit sur R x R3 une application par :

(X5Y) = (X|Y) = (21 + 22)y1 + (21 + 322)y2 + 373y3

Cette application définit-elle un produit scalaire sur R3 ?

Exercice E On se propose de définir un produit scalaire sur R[X]. Indiquez, parmi les propositions suivantes, celle(s) qui per-
mettent effectivement d’y aboutir :
1

2 o(P;Q) = / P

b) o(P:Q) = / (POQW)+ POQ 1) dt

&) (P:Q) = / P(OQ'(t) dt + P0)Q(O)

-1

2
&) o(P;Q) = / P(HQ" (1) di

Exercice | 5| Soit \ un réel fixé. On se donne ¢ : R x R®> — R définie par :
p(z3y) = T1y1 — 222y2 + 3x3y3 — 5(T1Y2 + T2y1) + 622Y3 — AT3Y2
Vérifier que ¢ est bilinéaire et déterminer I’ensemble des valeurs A pour lesquelles ¢ permet de définir un produit scalaire
sur R3.
Exercice @ On donne A € M,,(R) pour n € N*.

1. Vérifier que I'application p(X;Y) = *X AY est une forme bilinéaire, définie sur M, 1 (R).
2. A quelle condition sur A a-t-on ¢ symétrique ?

Exercice Soit n € N* donné. On définit h : R® x R® — R par:

h(w;y) =Y kaeyy
k=1
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Cette application est-elle bilinéaire ? Si oui, peut-elle définir un produit scalaire sur R™ ?

Peut-on définir un produit scalaire sur R¥ grice & ® ainsi définie ?

Exercice On considere n > 2 entier naturel. On note £ = M,,(R) et on définit deux applications sur E x E par :

h:(4;B) — tr ("AB) ¢ : (A; B) v det ("AB)

Etudier la bilinéairité de h et ¢, et en déduire celle(s) qui permette(nt) de définir un produit scalaire sur F.

Exercice @ Soitz = (1...2,) € R™ avec n > 2.
1. Etablir que :

T+t 2 < x12+...x%
n - n

2. Etablir ensuite que, sil’on a x; > 0 pour chaque 7 < n alors :

<kz: wlk> (;@ > n?

3. Vérifier que Q = (R?)™ est un ouvert de R™.

n 1 n
4. En déduire le minimum de f(x; ...x,) = <Z ) (Z xk> sur ’ouvert €.

x
k=1 "k k=1

n

Exercice Démontrer que (P|Q) = Z P(k)Q(k) définit un produit scalaire sur £ = R,,[X] lorsque n € N.
k=0

Exercice Justifier que ¢ définie sur R® par :

g(ziy;2) =a® + 3@ +y -2 + (2 —y)°

est une forme quadratique et déterminer sa forme polaire associée. Quelle est sa signature ?
Exercice Vérifier que I’application ¢ définie sur R? par q(x;%y) = —2xy est une forme quadratique puis indiquer sa signature.

Exercice On définit I’application g sur R? part ¢ : (x;y; 2) — 22 — 4wy — 1022 + 3y? + dyz — 22.
1. Vérifier que ¢ est une forme quadratique sur R3.
2. Déterminer la forme polaire ¢ associée a ¢ et donner la matrice représentative selon la base canonique (eq; eo; e3) de
R3.
3. Peut-on définir un produit scalaire sur R? au moyen de ¢ ?
4. Déterminer 1’ensemble des éléments = de R vérifiant (e;; 2) = 0 pour chaque i < 3

Exercice ¢OC* Pour chacune des matrices données, indiquer celle(s) qui représente(nt) une forme bilinéaire symétrique et, le
cas échéant, indiquer la signature de la forme quadratique associée :

0 -1 3 1 ... 1
2 -1 -2 0 ) .

A= ;i B= ; C=|-1 2 1 ; Hp=1: .
-1 2 1 3 : .o

3 1 -3 1 1

Le corrigé est donné dans le supplément signatures des formes quadratiques
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