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Algebre Bilinéaire

Exercice Soitx = (x1...x,) € R" avecn > 2.

1. On va définir une VAR discrete uniforme sur X (Q2) = {x ...z, } de cardinal n et observer que, si 1’on devrait traiter
des cas ol x; = xj, les valeurs d’espérance, variance et moment quadratiques donnés seraient encore valable.

Ona:E[X?] Z —zp° = L par théoreme de transfert.
"1 . n )
De plus, par définition, on a E[X] = —a? = R d’ou, par la formule de Koenig-Huygens :
n n
k=1
2+ .. a2 x4+t 2
VIX]=E[(X -E[X))?] >0 < E[X’]-E[X]*= —n —( ") >0
n n

ce qui permet de conclure :
2
1+, <a:12—|—...a:fl
n - n

2. On peut procéder par récurrence sur n € N.

On peut aussi choisir d’établir que | < X|Y > | < || X]] - ||]Y]| pour X et Y deux vecteurs de R™ en rappelant que

| < X|Y > | = [|X]|- [|]Y]] x cos(X;Y) puis poser X = (\/%) ainsi que Y = (,/z;) ou les z; sont les valeurs

strictement positives fournies par I’énoncé.

2
Ne reste plus qu’a écrire ;| < XY > |2 = < \/xi> = n? d’une part et, d’autre part :

(IXI1- YT = X2 - Y] = (;(J})) (;w) (kZ ) (Z)

I’utilisation de 1’inégalité fournira alors le résultat attendu.

3. L’ensemble €2 est produit d’intervalles ouverts non bornés donc est un ouvert non borné.
4. Tl est clair, par la question 2° que f(x1,...,2,) > n? pour (x1...2,) €Q
Or, f(1;1;...;1)) = n? donc f réalise un minimum de n? en (1 1;...51) e
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