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Analyse dans R"

Topologie de Base
1
Exercice On donne [ = {x eER| —2<z+ % < 2}.
X

1. L’ensemble I est-il un intervalle ?
2. Dire si I est ouvert, fermé, ou ni I’un ni I’autre.
3. Méme questions avec D = {(z;y) € R?; 2z —y < 3}
Exercice Les ensembles suivants sont-ils ouverts, fermés, bornés dans R ?
a) A=1[0;3[ b)B={0}U]1;2] ¢) C=]-1;%[n][0;
d) D={zeR|z2*<2} e) U

Exercice Les ensembles suivants sont-ils ouverts, fermés, bornés dans R2 ?

a) A=]1;2] x[~1;0] b)B=[-1;2] x Ry ) C={(z;y) eR?*|3z+Ty<1A2y—1>ua}

d) D={(z;y) e R? |22 — 22+ 4y> + 6y < 36} e) U =vect(e; + e2) N[0;1]?

Exercice E Représenter graphiquement puis indiquer si les ensembles suivants sont ouverts :

a) A
c) C

{(z;y) eR? |2 =2z +y?> +4y <5} b) B={(z;y9) eR*[|z—1] <1}
{(z;y) eR? | |z] <1 A |y| <1} d) D={(z;y) eR?|y>e"}

Exercice Convexité géométrique
On se place dans le plan usuel assimilé 2 R? muni d’un repere orthonormé (direct).

1. Sans justifier, et visuellement, indiquez pour chaque figure si elle convexe ou non :

)
o
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2. Pour une fonction f donnée, on note C la courbe représentative vue comme I’ensemble :

Cr={(x;y) eR® | 2 €Dy A y=f(z)}

ol Dy désigne le domaine de définition de f.
La région du plan située au-dessus de Cy sera notée Sy et définie par :

2
Sp=A{(;y) eR* | 2 €Dy A y= f(2)}
Indiquer, chacune des fonctions suivantes, a partir de considérations géométriques, si Sy est convexe :

a) flx)=2> b) fl@)=2" ¢) f@)=e" d) f(z)=22-5 ¢) f(x)=+/|]

Exercice @ On considere la fonction ¢ : (z;t) = (x + 2t)e! =% définie sur R2.
On notera, pour ¢ € R fixé, f; : x — p(z;t) et, pour x € R fixé, g, : t — @(x;t)

1. Vérifier que, pour tout ¢ € R fixé, la fonction f; est de classe C°° sur R puis calculer f/(z) =

2. Etudier, en fonction de ¢ € R, la convexité de f; sur R.
3. Procéder a une étude similaire de g, en fonction de = € R.

iy Ofi(x) _ 0Pplast) 0gy(t) _ OPplast)
4. Vérifier que 9 = owor et i v coincident.

Exercice ¢OC! Comparaison pour la factorielle
Pour n € N* fixé, on se donne une famille (x1; ... x,) de n réels positifs strictement.

xl_’_..._i_xn

1. En utilisant la fonction In, démontrer que : (2125 . .. 2, )7 <
n

1
n n
1
2. Etablir que : H | 2 =T
i) Zk:l T
3. Conclure enfin que n! < (nT—H)n

Exercice Topologie dans R™ On donne n € N avec n > 3.
Pour chacun des ensembles suivants, indiquer la nature topologique (ouvert, fermé, compact, convexe) :

a) A= {(:cl;...;xn)ER" Zxkzl} b) B= {(:cl;...;xn)ER" kaQk—n}
k=1

k=1
c) C:{(:El;...;xn)ER"| Z(mk—k)2<1} d) D:{(xl;...;xn)eR" Z(—l)kkxkzo}
k=1 k=1

Dérivées partielles

Exercice @ On considere les expressions des fonctions a deux variables réelles ci-dessous :

2 4

%y r—y xty x
b ) = £ Y Bz y) — d S
P ) 9(z;y) R c) h(z;y) ) p(rsy) R

a) flzy) =

x2 _y2

1. Pour chacune des fonctions fournies, décrire le domaine de définition D C R? et indiquez s’il s’agit d’un ouvert, d’'un
fermé.

2. Calculez les dérivées partielles d’ordre 1 de chacune de ces fonctions puis exprimer leur gradient.
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Exercice Pour chacune des fonctions f proposées, on pose f(0;0) = 0 et on fournit une expression pour (z;y) # (0;0) :

— 2 . .
o) S =52 ) S =T g ) = TP

1. Dans chaque cas, exprimer le gradient V f(x; y) pour (z;y) # (0;0)
2. Décrire la matrice Hessienne de chacune de ces fonctions.

Exercice Calculs de dérivées partielles
Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions suivantes (on ne demande pas 1’étude des domaines) :
1. p définie sur R? par p(z; y) = 323y% — 522y3 + 6 (Vz — \/y)d + 92
3x\/y
2 +y2+2
3. g définie sur R? par g(z;y; 2) = In(x)ze2 792 — 3yV/25

2. f définie sur R? par f(z;y) =

Exercice Déterminer, dans chaque cas, le développement limité au second ordre des fonctions suivantes au voisinage de O €
Rn .
1. xy + e¥ au voisinage de O = (0;0) € R?

2. 14$—y+ 1—Z|/—z+ 14_96auvoisinagedeO:(0;0;0) €R3

3. trigo (siny)e® ~! au voisinage de O = (0;0) € R2

Exercice On donne la fonction f définie par :
f(zyy) = xIn(l+y) +ye”

1. Déterminer I’ensemble de définition Dy de f. Quelle est sa nature topologique (ouvert, fermé, borné) ?
2. Déterminer le gradient de f puis sa matrice Hessienne de f en (x;y) € Dy.

Optimisation sans contrainte

Exercice On considere I’application de | — 1; 1[? dans R définie par ¢t(x + y) = 156: i
Yy
ot ot
1. Déterminer les dérivées partielles — et —
oxr  Jy
Démontrer que ¢ (] — 1;1[%) =] — 1;1]

La fonction ¢ admet-elle des points critiques ? Justifier.
Sur ] — 1; 1[2, la fonction admet-elle un majorant ? un minorant ?

kv

Sur ] — 1; 1[?, la fonction admet-elle un maximum ? un minimum ?

Exercice Soit f la fonction définie par f(z;y) = 22* — Szy + 4y

1. Déterminer les points critiques de f puis exprimer la matrice Hessienne de f.
2. Déterminer si f est convexe (ou concave) sur R2.

Exercice On définit la densité normale de dimension 2 par :

e~ (@ +y?)/2

V(z;y) eR® f(zy) =
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1. Vérifier que f est de classe C* sur R?

Rechercher les points critiques éventuels de f.
Déterminer la matrice Hessienne générale de f.
La fonction f admet-elle un maximum sur R? ? Un minimum sur R? ?

kv

La fonction f est-elle convexe sur R? ? Concave ?

Exercice On définit sur (R )? une fonction f par :

flasy) = 1+ 2)(1+y) <916 i 11/>

1. Veérifier que f admet des dérivées partielles d’ordres 1 et 2 sur (R* )?
2. Déterminer la matrice Hessienne de f.
3. Lafonction f est-elle convexe sur (R )?? Concave ?

Exercice Ens D2 sujet 2024
On considere les fonctions g, k : R%, — R par:

g(t) (t+1)In(t) —2(t — 1)
h(t) = 2t —1)In(t) — 4(1 —t)?

1. Vérifier que g est deux fois dérivable sur R* , et étudier les variations de g.
2. (a) Trouver un polyndme P tel que h = gP
(b) En déduire les variations de h, et montrer que, pour tout ¢ > 0, h(t) > 0
On s’intéresse maintenant a la fonction f : R} x R% — R définie par :

flx3y) = (@ —y)(In(z) —In(y) — 4 (VZ - v5)”

3. (a) Montrer que I’on peut écrire f(x;y) = wh(v(z;y)) pour tout (z;y) € R% x R avec v une certaine fonction
définie sur R x R
(b) Justifier que f(z;y) > 0 pour tout (z;y) € RY x R
4. (a) Quelle condition doit satisfaire (x*;y*) pour que f admette un extremum en (x*;y*)?

(b) Avec le changement de variable ¢ = g, conclure sur les possibles extrema de f.
x

1 1\°
On pourra utiliser I’égalité t + = = [Vt + > -2
! ’ t ( Vi

(c) Montrer que f admet un minimum global.
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