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Vocabulaire des Espaces vectoriels

Nous proposons ici de présenter les notions essentielles rencontrées dans le contexte des espaces vectoriels. La notion étant
nouvelle, seuls les exemples s’appuient, éventuellement, sur des acquis antérieur.

Comme a I’accoutumée, 1’ordre d’exposition proposé est induit par la cohérence logique permettant de définir les concepts
suivant a partir des concepts qui précedent.

Espaces Vectoriels

V Espace vectoriel sur R :
Ensemble muni d’opérations noté (E, +, -), dans lequel on distingue un élément O particlier, vérifiant les axiomes suivant :
+ est une application du type + : £ X E — E. On écrit z + y au lieu de +(z; y)
- est une application du type - : R x F — FE. On écrit A - x au lieu de - (\; z)
Vie FE Op+x=2+0g=2x
V(z;y;2) € B> a4+ (y+2) = (x+y)+2
Vre Fdye E v+y=y+x = 0g (et on écrity = —z dans ce cas)
V(z;y) EE? x4+y=y+x
VAERV(z;y) € E2 A (z+y) =Xz + Ay
Vsp) eR?Vz e E AN+p) 2=\ + p-x
VOsp) ER2Ve e E A xp)- o=\ (- 2)
VANeERV2e EOpr-2=0g N AN0p=0 AN 1l-2==x
Remarques :
le + entre X et u est ’addition dans R usuelle. Le + entre x et y (voire z) est I’application définie au travers de ces axiomes.
Parfois, on va jusqu’a omettre le - si le contexte est clair (comme dans 2@ = 2 - %)
Dans des cas (extrémes...) ol une distinction serait nécessaire, on peut toujours alourdir les notations et écrire A +g p ainsi
que x + g y pour préciser le type de 1’opération employée.

Important ! La cas particulier de 1’espace vectoriel (R™ ; + ; -) doit étre connu et maitrisé.

Vocabulaire :

— Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteur

— Les éléments de R, dans ce contexte, peuvent étre nommés scalaire

— DL’élément O est nommé vecteur nul

— L’opération (ou loi) + g peut étre nommée addition vectorielle et est dite interne.

— L opération (ou loi) 4+ peut étre nommée multiplication scalaire et est dite externe.

[0 Espace vectoriel R Pour n > 1, ensemble R™ muni des opérations + et - suivantes :

Vo= (2;) ER" Vy=(y;) ER" (@15...3@0) + (Y15 -1¥n) = (@1 + Y15 -+ 5 T+ Yn)
VAER Vo =(2;) €R™ A (z1;...52,) = (Ax1; ... 5 Axy)

[ Sous-espaces vectoriel : Sous-ensemble F' d’un espace vectoriel £ muni des mémes opérations que E stable pour + et - et
contenant le vecteur nul Og.

O Combinaison linéaire : Toute somme finie de vecteurs de F/, munis (pour chacun) d’un coefficient scalaire :

p
combinaison linéaire de p vecteurs = E AL - Uk
k=1
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[0 Famille de vecteurs : Liste (éventuellement suite) d’éléments de E.

O Famille libre (de p vecteurs) : Famille de vecteurs (us . .. u,) vérifiant :

p
VA= (Mr<p ER? D Nprup =0p = Yk <p A =0
k=1

Pour le cas d’une famille F infinie, on demandera simplement que tout sous-famille finie soit libre.
O Famille génératrice (de vecteurs) de F : Famille de vecteurs F = (u; ... u,) de F telle que tout élément w € F' s’écrivent

comme combinaison linéaire d’éléments de la famille F
Remarque : On peut alors écrire que F' = vect(F).

O Base de F' famille libre et génératrice de F.

[J Dimension de F' Cardinal de toute base de F'.

O Droite vectorielle Espace vectoriel de dimension 1.
U Hyperplan de E (En dimension finie) : Sous-Espace vectoriel de E' de dimension n — 1.

0 Somme de sous-espaces vectoriels de F/ Ensemble F' + G des sommes u + v de (u;v) € F x G.
Remarque : C’est aussi un sous-espace vectoriel de E.

V' Somme directe de deux sous-espaces vectoriels de F' Cas particulier de F' + G avec :

F+G=E A FNG={0g}

Remarque : Ne se généralise pas aisément a n termes I @ - - - @ F),. On passera par la caractérisation par concaténation des
bases.

V Supplémentaire de F' dans F Sous-espace vectoriel H de E'telque F & H = F

Espaces vectoriels de référence :

e Ensemble R™ des n-uplets de réels. On a dim(R") = n
o Ensemble M,, ,(R) des matrices n x p a coefficients réels. dim(M,, ,(R)) = np
Les cas particuliers des matrices carrées M,, (R), colonnes M,, 1 (R) et lignes M ,,(IR) sont & retenir :
— Onadim(M,(R)) = n?
— Onadim(M,, 1(R)) =netdim(M;,(R)) =p
e Ensemble L(E, F') des applications linéaires de I’espace vectoriel F dans 1’espace vectoriel F'.
L’analogie avec I’ensemble des matrices a connaitre puisque les matrices représentent ces applications en dimension finie
e Ensemble R¥ des applications de R dans R (dimension infinie). On retiendra surtout les sous-espaces vectoriels importants
suivant :
— Ensembles CP () des applications de classe C — p définies sur [
— Ensemble des suites réelles RN (dimension infinie)
— Ensemble des polynémes a coefficients réels R[X] (dimension infinie) confondu avec les applications polyndmiales.
Le cas particulier de R,,[X] de dimension n + 1 est souvent utilisé pour I’étude d’applications linéaires
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