Mathématiques Lycée Turgot
M" HEMON Concours Blanc (Y Ens-2D2 2025 /2026

Durée : quatre heures

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans 1’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

1Is ne doivent faire usage d’aucun document : [’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra
sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre

Exercice

Soit E un espace vectoriel (de dimension n > 2 finie) dont B = (eg ; ... ; e,,) est une base. On pose H C P(E) 'ensemble de
ses sous-espaces vectoriels. On note [ la relation binaire définie sur H par :

AC B <= A estun sous-espace vectoriel de B

On rappelle que L(F) désigne I’espace vectoriel des endomorphismes de F.
1. Démontrer que (H, ) est un ensemble ordonné. L ordre est-il total ?
2. Donner les éléments minimal et maximal respectivement de (H, C)

3. On écrit A >~ B entre deux éléments de H, lu A est isomorphe a B, lorsqu’il existe f € L(F) bijectif vérifant f(A) = B.
Vérifier que ~ définit une relation d’équivalence sur H puis donner la classe d’équivalence de vect(e; + - - - + ¢,,) selon ~.

Probleme I

On considere la fonction f définie sur R* par f : z +— xIn(z) — .
On notera C sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

1. Etude sommaire de f

(a) Déterminer f(1), f(e) ainsi que les limites de f en 0 et en +o0.

(b) Dresser le tableau complet des variations de f sur R”,

(c) Déterminer une équation de la droite 7. tangente aCenz =e

(d) Représenter graphiquement C et 7. dans un méme repere soigneusement construit.

2. Calculs d’intégrales

n
(a) Démontrer que, pour tout n € N*, I’intégrale / In(x) dx est convergente et en donner sa valeur (en fonction de n).
0
n
e

i
(b) En considérant les intégrales de la forme / In(z) dz, établir que n1n (2) < In(n!).
i1

3. Application aux probabilités
On considére un entier n > 2 et k € [1;n]

(a) Etablir que () < ™ puis en déduire que (7) < (2¢)".

On considere a présent une urne I/ contenant exactement n boules I’une exactement d’entre elle étant noire et les autres

étant blanches. On note X, la variable aléatoire qui donne le nombre de fois ot 1’on tire la boule noire en procédant a n
tirages successifs avec remise.
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(b) Justifier que X, suit une loi B(n;p,) ol p,, = % puis rappeler les valeurs de P[X,, = k] en fonction de I’entier & ainsi
que celles de ’espérance E[X ;] et de la variance V[X] associées.
(c) Calculer ngrilm P[X,, = 0]. Interpréter dans le contexte de I’expérience £

e

Jj o1
(d) Etablir que, pour tout j € [3;n] ona: P[X,, > j] < (;) T

e
J
4. Vers un modele d’approximation asymptotique
On imagine a présent que le nombre n de boules (et donc aussi de tirages) devient arbitrairement grand et on cherche a
déterminer un modele mathématique permettant de décrire le phénomene obtenu au mieux.

k
(a) Justifier que, pour k € N fixé, ona () ~ % lorsque n tend vers 400
(b) Déterminer alors, pour k € N fixé, la valeur de qgr = lim P[X, =k].
n—-+00

Vous vérifierez la cohérence avec les résultats précédants)

“+ oo
(c) Vérifier que la série Z Qi converge et que Z q. = 1.
kEN k=0

(d) On définit enfin une variable aléatoire Z par: Z(2) = NetVk e N P[Z =k] = qx
Reconnaitre la loi de Z et en donner son espérance et sa variance.

Probleme 11
Soit X définie sur un espace probabilisé (€2 ; A ; P) a valeurs dans N. On note p, = P[X = k] pour k € N.

Questions préliminaires

1. Démontrer que la série Z prs® converge pour s € [0; 1].

keN
+oo

On posera alors, dans la suite, f(s) = Zpksk pour s € [0;1].
k=0

2. Evaluer f(0) et f(1).
Les trois parties qui suivent peuvent étre traitées de facon indépendante. Vous pourrez admettre tout résultat de 1’'une pour

répondre aux questions des parties suivantes.

Partie A : propriétés de f

1. Démontrer que f est croissante sur [0; 1]
2. Soit € > 0 fixé. Etablir I’existence d’un entier K. > 1 tel que I’on ait :

+oo
Vs € [0;1] Z prst < e
k=K

3. En déduire que f est continue sur [0; 1]

On pourra amdettre ces résultats dans les autres parties.

Partie B : Etude d’une suite

N

On suppose dans cette partie que py = p; =
On définit dans cette partie une suite (u,, ), cn définie par récurrence au moyen de la relation :

VYn €N upi1 = f(un)

et on posera ug € [0; 1] arbitraire.
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T+ u,

sous ces conditions.

1. Démontrer que, pour tout n € N, on a up41 =

2. Justifier que (2, )nen définie par z, = u,, — 1 est géométrique.
3. En déduire une expression de u,, en fonction de n et de uy.
4. On définit une variable aléatoire Uy sur le méme espace que X, de loi B(p) et on pose :

VneN Unppr = f(Uy)

Démontrer que, pour tout n € N, la variable aléatoire U,, admet une espérance que 1’on calculera.

' ?
5. Que vaut ngrfoo E[V,]?

Partie C : En polynome et en série

Dans cette partie, on fixe un réel r de I'intervalle ]0; 1] et on pose py, = (1 — r)r* pour k € N
1. Vérifier que (prn)nen permet bien de définir une loi de probabilité pour X .

Calculer f(s) en fonction de r et de s dans ce cas.

Factoriser le polyndme P(x) = 1 — 4x + 422

Déterminer les réels s de 'intervalle [0; 1] vérifiant f(s) = s

A

Justifier enfin que la suite récurrente (u,, ), satisfaisant la relation u,,+1 = f(u,) pour tout n € N est convergente.
Quelle est alors la limite de cette suite ?

Probleme II1

L’ objectif du probléme est d’introduire la notion de matrice stochastique et d’en étudier les propriétés les plus importantes.
Soit k > 1 entier naturel donné, on dit qu’une matrice M = (m; ;) € My(R) est stochastique lorsqu’elle vérifie :

o V(iyj) € [LLE]* mi; >0
k

o \V/ZE[[I,]{IH Zmi,jil
Jj=1

On pourra alors désigner par I la matrice identité de My, (R) et O la matrice nulle de My (R).
La notation Sp(M) désigne le spectre d’une matrice M.
On notera enfin J € R¥ le vecteur colonne dont tous les coefficients sont des 1, et on pourra assimiler R* avec M, 1 (R).

Partie A : en dimension 2
Soient p et ¢ deux réels de I'intervalle [0; 1]. On considére la matrice S' = < (1 g » z q))

1. Déterminer les valeurs propres de S en fonction de p et de q.
2. La matrice S est-elle diagonalisable ? Justifier.
3. Déterminer 1’ensemble V des réels A pour lesquels il existe une matrice stochastique de Mo (R) admettant A comme valeur

propre.
Partie B : premieéres propriétés générales
1. Démontrer que, pour S € My (R) matrice a coefficients tous positifs, on a :

S est stochastique <= SJ=J

2. Etablir que, si S est stochastique alors pour tout 7 € N* on a S™ stochastique.

3. Démontrer que, si S est stochastique, alors Sp(S) C [—1;1].

I . 1
Indication : En se donnant U vecteur propre non nul de S, considérer X = —U outm = max ]
m i<

épreuve du 25 novembre 3



Mathématiques Lycée Turgot

M" HEMON Concours Blanc (Y Ens-2D2 2025 /2026
Partie C : étude d’espaces propres a vecteur fixé

On fixe dans cette partie un vecteur X de R* non nul et on notera Ex 1’ensemble défini par :
Ex ={M € Mr(R) |3\ € Sp(M) X € ker(M — \I)}.

1. Démontrer que Ex est un sous-espace vectoriel de M (R).
2. On pose px : My(R) — R¥ définie par px (A4) = AX.

Démontrer que px est une application linéaire.
3. Etablir que ker(¢x ) Nvect(I) = {O}.

Vous donnerez les dimensions respectives des espaces ker(px ) et vect(I)
4. Justifier que toute matrice M € Ex s’écrit comme une unique somme M = K + ol avec o € R et K vérifiant KX = 0.
5. Déterminer la dimension de E'x.

k

6. Vérifier que I’application Y — 'Y X = Z y;x; est linéaire en précisant les espaces vectoriels de départ et d’arrivée.

On se donne une base B = (e; ; ... ; 6p3 dlu noyau de cette application : identifier p.
7. Retour aux matrices stochastiques

(a) Etablir que, si S est stochastique, alors S € E;.

(b) L’ensemble des matrices stochastiques de M (R) est-il un espace vectoriel pour les opérations matricielles usuelles ?
Justifier.

(c) Décrire le plus précisemment possible E ; lorsque k = 2
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