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Séries et VAR : corrigés

Exercice 1. On se propose d’écrire :
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puis de calculer séparemment chacune des deux sommations. Ainsi :

e On calcule d’une part :
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ayant utilisé, par reconnaissance d’une dérivée combinée avec un bindme de Newton :
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e D’autre part :

En assemblant, on obtient :
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2. Pour n au voisinage de I’infini, on a ( ) ~ —, donc:
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le dernier terme ne dépend pas de n donc il s’agit bien de la limite quand n tend vers +oc0

3. On décompose le calcul en deux sommes (la convergence ne pose aucun probleme par comparaison a une série expo-
nentielle visible) :

D’une part :
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d’autre part :
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Et ainsi, la somme de la série étudiée est (e — 1) — (e — 2) = 1. La positivité des valeurs de permet alors bien

de définir la VAR notée Z dans 1’énoncé.
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4. On écrit : N N N N
= X k-1 < k-2 < k
> HPlZ =K Z(k—l)! Z(k—2)! D p=e
k=2 k=2 k=2 k=0
5. Nous venons en fait d’établir que E[Z] = e.
n+1 n
De plus, on peut vérifier que E[X,,] = Z PX, >kl=1+ ZIP’[Xn > k. Ainsi :
k=0 k=1

"1 (n 1\" 1\"
]E[Xn]1+;7ﬁ(k>l+(l+n) 1(1+n) —e

(limite de référence)
Les valeurs coincident.

Le lecteur pourra développer la rédaction (notamment sur I’usage de la formumle des probabilités totales assurant bien les
convergences des séries exploitées)

Exercice E 1. On calcule P[X = k] au moyen de la formule des probabilités totales en décomposant sur ([N = n]),en,
systeéme complet d’événements. On va obtenir (la convergence étant acquise) :

too n n—k -5 "1 n
o" (n\ 4 e 4
PX =k| = -5 — = —
x=n=3 () S =T
ayant (Z) = 0 pour k£ > n et avec un glissement d’indices n := n + k. On reconnait la série exponentielle pour écrire :
e~ ? 1
P[X—k]zﬁezlze 1@

caractérisant ainsi la loi P(1).

2. On réécrit, pour k € N donné : P[Y = k] = P[X = N — k] et on développe par la formule des probabilités totales
(mémes argumentations) :

+o0o +oo 5 n 4k
o1 _ ] — -5
PlY = k| = nE_O]P’[N =n] X Ppy—p[X =n —Fk] = nE:Oe ] (n B k) En
En utilisant la symétrie du coefficient binomial on écrit :

eo4k IX 1
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n=0
4* 4*
soit finalement P[Y = k] = e™® x e~ ! x i 6_45, permettant de reconnaitre une loi de Poisson de parametre 4.
3. Les valeurs enti¢res k et j étant fixées on calcule donc :
PX=kNnY=j] = PX=kNN-X=j]=PN=k+jNX =k
_ pkti k+ 5\ 4k +i—k
= PIN=k+j] xPix_p=€" X —
N =k 43l Poeaig = e ) < k > 5T
= e ! X (k+j)!4j:e_5£j!
(k4 7)! k!lj! k!
Le calcul direct de P[X = k] x P[Y = j] fournit le méme résultat en observant immédiatement que e " te=* = 5.

corrigés d’exercices 2



Mathématiques Lycée Turgot
M"™ HEMON Chapitre 2.11 Ens-2D2 2025 /2026
Exercice 1. On va expliciter la loi de Z en distinguant 6 cas sur la valeur k£ € N. Dans chaque étude, on utilise la formule
des probabilités totales selon le systeme complet d’événements (P[Y = 1] ; P[Y = 2] ; P[Y = 3]) et on effacera tout
cas menant a une probabilité nulle.
On rappelle de plus que, d’aprés les hypotheses, on a P([Y =4 N [X =n]) = P[Y = ¢|P[X = n| pour tout
(i;n) € [1;3] x Netque:

e Cask=06p:OnaP[Z =k|=PXY =6p] =P (Y =1|N[X =6p)+P (Y =2]N[X =3p)+P (Y = 1] N [X
Ce qui nous conduit a écrire :

)\6p >\3p )\2;0 B
P(z =601 = 3 (G * Gy + ) <
e Cask=6p+1:0naPZ=k=PXY =6p+1]=P([Y =1N[X =6p+1])

Ce qui nous conduit a écrire :
1 /\6p+1

3(6p+1)°
o Cask =6p+2:0naP[Z =kl =P[XY = 6p+2] = P([Y = 1] N [X = 6p+ 2)+P([Y = 2] N [X = 3p+1])

Ce qui nous conduit a écrire :
1 )\6p+2 )\3p+1
P[Z:6p+2]:(( + >e/\

P[Z =6p+1] =

3\ (6p+2)!  (Bp+1)!
o Cask=6p+3:0naP[Z =k| =P[XY =6p+3] =P([Y = 1]N[X =6p+3])+P([Y =3]N[X =2p+1])

Ce qui nous conduit a écrire :
1 )\6p+3 /\2p+1
P[Z =6p+3] = - - e
7= bp+3] 3((6p+3)! (2p+1)!>
o Cask=06p+4:0naP[Z =k =P[XY =6p+4] =P([Y = 1]N[X =6p+4])+P (Y =2|N[X =3p+2])
Ce qui nous conduit a écrire :

1 \6p+4 \3p+2
Flz=6p+d = 3(6p+4 3p+2)> N
e Cask=06p+5:0naP[Z =k]|=PXY =06p+5]=P([Y =1]N[X =6p+5])
Ce qui nous conduit a écrire :
1 \6p+5
P[Z =6p+5] = gme

Comme X et Y sont indépendantes, on peut calculer E[XY] = E[X]E[Y] = 2\ comme X et Y suivent des lois de
référence (dont les espérances sont connues).
De méme : V[Z] = V[XY] = E[X?Y?] — E[XY]? = E[X?]E[Y?] — E[X]?E[Y]? d’apres la formule de Koening-
Huygens et comme X2 et Y2 sont indépendantes entre elles. Finalement :

2 2 14

VIZl=(A2+ M) [4+2) — 4=+ A

3 3 3
NB : si I’on ne connait pas directement les moments quadratiques de lois de référence (c’est admissible), on peut
toujours les retrouver en calculant E[X?] = V[X] + E[X]? qui utilie des valeurs supposées connues.

2. 11 suffit de regrouper les cas qui nous intéressent en utilisant la formule des probabilités totales dans le méme cadre
quen 1°:

P[Z € 2N = P[Y = 24P ([Y = 1] N [X € 2N))+P([Y = 3] N [X € 2N)) = » 1+2Ze*”2p _2te

3
peEN
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