Concision et alrnl:)igu'ité2 62%NS Info Fondamentale

Pour toutes les remarques ou corrections, vous pouvez m’envoyer un mail d
galatee.hemery@gmail .com

1 Déterminisme et ambiguité

Question 1.1. Il s’agit du langage des mots contenant au moins un b utilisant les lettres
a et b.

Question 1.2. Les automates A; et Ay sont non déterministes car (1,b,2) € T et
(1,2,1) € T pour ces deux automates.

L’automate Ajs est déterministe car pour chaque couple état,lettre on a une unique tran-
sition.

Question 1.3. Soit w € L(A;).

Soit w s’écrit a’ba’ avec i, j des entiers naturels et le seul calcul acceptant est 1...12...2.
S——"
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Soit w s’écrit wybwebws avec wi, we, w3 dans {a,b}* et on a au moins deux calculs accep-

tants : celui ou 'on passe de I'état 1 a ’état 2 a ’aide du premier b et celui ou I'on passe

de I'état 1 a I’état 2 a I'aide du second.

Ainsi Amb(A;) = {a,b}*{b}{a,b}*{b}{a,b}*.

Soit w € L(A3).
On peut écrire w = wyba’ en repérant le dernier b dans w.
L’unique calcul acceptant est celui qui utiliser (1,b,2) € T pour le dernier b. En effet, si
la transition est utilisée avant, dans 1’état 2, le calcul serait bloqué au b suivant.
Ainsi, Amb(Az) = 0.

Dans Ajs, 'automate est déterministe et complet donc il existe un unique calcul pour
un mot : pour chaque étape de calcul on suit I'unique transition correspondant au couple
état courant, lettre suivante. Ainsi Amb(A3) = 0.

Question 1.4. Soit w = a;...a, un mot de longueur n accepté par A ou a; désignent les
lettres de w et qq...q, un calcul acceptant.

On sait donc Vi € {1,...,n},(¢i—1,ai,q;) € T.

On sait également que g € I et g, € F.

On pose W = ay,...ap. Ona g, € I, qo € F et Vi € {1,...,n}, (¢, ai,¢_1) € T donc gy...qo
est un calcul acceptant de A sur .

Question 1.5. Soit A un automate ambigu, alors il existe w un mot de longueur n un
entier tel que qo...q, et q...q), sont des calculs acceptants distincts.

Ainsi, d’aprés la question précédente gy...qo et g),...q( sont des calculs acceptants distincts
sur A pour @ donc A est ambigu. ~

On obtient la réciproque en remarquant que A = A.

Question 1.6. Si A est déterministe, il existe au plus un calcul de A pour un mot donné
car pour chaque étape de calcul on suit I'unique transition correspondant au couple état
courant, lettre suivante.

Ainsi, il ne peut exister deux calculs acceptants d’'un méme mot et A n’est pas ambigu.



Question 1.7. Soit A un automate co-déterministe. On a donc A déterministe.
D’apres la question précédente, A n’est pas ambigu.
D’apres la question 1.5, A n’est pas ambigu.

Question 1.8.

(1) L’automate proposé est non déterministe car (qo, a,q1) € T et (qo,a,qo) € T et il est
non co-déterministe car (q1,b,q3) € T et (g2,b,q3) € T.
Il n’est pas ambigu. L’ensemble est mots reconnus est {a,b}*{ab,bb}. 1l existe un
unique chemin acceptant qq . ..qoq193 pour les mots de la forme wiab et un unique
chemin acceptant qg...qog2q3 pour les mots de la forme w;bb.

(74) On propose un automate reconnaissant {a}{a,b}* infini & trois états : un initial
et deux finaux. Tous les mots acceptés ont deux chemins acceptant : qoq1...q1 et

q04G2 - - - q2-

(797) On propose un automate reconnaissant {a,b}* infini a trois états. Tous les mots
acceptés non vides ont deux chemins acceptant : qoq1...q1 et qogs...q2. Le mot
vide a un unique chemin acceptant.

2 Test d’ambiguité

2.1 Une construction utile

-~

Question 2.1. L(A) = Amb(A;) = {a, b}*{b}{a, b}*{b}{a, b}*



Question 2.2.
(1) On pose w = aj...an.
Comme p est un calcul de A, on peut en déduire que (¢i—1,a4,¢;) € T et (¢}_q,ai, ;) €
T pour tout 1 <14 < n par définition de T.
Ainsi, p et y/ sont bien des calculs de A sur w.

(73) Pour tout ((s,s’,bs),a, (t,t', b)) € T, on a by < by, ainsi dans le calcul, b; est une
suite croissante.
Si b, = 0 alors b; = 0 pour tout 0 < i < n et les transitions utilisées sont toutes dans
Ti.
De plus, (g0, q(,0) € T donc g = -
On montre alors par récurrence, on exploitant le fait que le calcul n’utilise que des
transitions de 77 que ¢; = ¢} pour tout 0 < i < n.
Ainsi p = p.
Réciproquement, si p = p/ alors (qo, qo, bo) € T donc by = 0.
Par récurrence, on montre que b; = 0 pour 0 < ¢ < n pour tout ¢ car les seules
transitions possibles a chaque étape sont dans 77.
Ainsi b, = 0.

(iii) Si p est acceptant, alors (gn,q,,bn) € F donc g, € F et ¢, € F.
Donc les calculs p et p’ sont acceptants.

(iv) On considére un mot w € L(.A) et un calcul go...q,, acceptant.

On prend p = i = qo.-.gn €t p = (40,40, 0)---(qns Gn, 0)-
On a (gn,qn,0) ¢ F donc p n’est pas acceptant.

Question 2.3. Soit w € L(A). Soit p un calcul acceptant de A sur w.

En utilisant les mémes notations, d’aprés la question précédente, on a p et y' acceptant
et by, # 0 car (qn,q,,bn) € F.

Ainsi, p # 1/ donc w est un mot accepté par A avec deux calculs acceptants distincts.
Donc w € Amb(A).

Soit w = aj...a, € Amb(A), alors on a p = qo...qn €t p’ = q...q}, deux calculs accep-
tants distincts.
On a donc (gi—1,a,¢) € T et (¢)_,ai,q.) € T.
On considére p = (qo, ¢}, b0)---(qn, 4}, bn) avec by = 0 si go = ¢, et by = 1 sinon et b; = 0
jusqu’au premier rang tel que ¢; # ¢, ensuite b; = 1.
On a p = (¢0,90,0)...(¢i—1,¢i-1,0)(¢i, ¢}, 1)...(gn, q},, 1) un calcul acceptant.



Ainsi w € L(A).
Par double inclusion, on obtient 1’égalité.

2.2 L’algorithme

Question 2.4. On a |Q| = 2|QJ? donc |Q| € O(|Q[?).

On a |F| = |F|(|F| — 1) donc |F| € O(|F|?).

On a |I| = |[I| +|I|(|I| - 1) donc |I] € O(I]?).

On a |T1| = |T|, |T2| < |T|(|T| — 1) car chaque transition en exploite exactement deux
différente et |T5| = |T||T| donc |T| € O(|T|?).

Question 2.5. On utilise des listes d’adjacences ou plutot des listes de transitions sous la
forme de couples lettre,état pour chaque état. Ces listes peuvent étre stockées par exemple
dans un dictionnaire.

Les états finaux et initiaux peuvent étre marqués a l'aide d’un dictionnaire. Le nombre
d’états, numérotés en 1 a n est également stocké.

Pour chaque couple d’état (g, q’), on parcours I'ensemble des transitions sortantes de g et
¢ (un seul parcours si ¢ = ¢’) et on ajoute & la liste des transitions depuis (g, ¢’,0) et
(q,q',1) les éléments correspondants aux descriptions de T4, Ts, T5.

Ainsi, on explore chaque couple de transitions et chaque couple d’état, en O(|Q|* + |T'|?).
Pour les état initiaux et finaux, on parcourt ’ensemble des couples d’états et on vérifie
s’ils sont initiaux ou finaux et on construit un dictionnaire correspondant contenant les
informations pour les nouveaux états.

Pour le nouvel automate, on conserve I’ancien nombre d’états ainsi qu’un marqueur indi-
quant que c’est un tel automate utilisant des triplé (ou une autre structure).

On a une complexité en O((|Q| + |T'| + |I| + | F])?).

Question 2.6. On peut réaliser un parcours en profondeur de I'automate depuis chaque
état initial. Si on ne rencontre aucun état final, le langage est vide, sinon, il existe un mot
reconnu par I'automate et 'automate A est ambigu d’apres la question 2.3.

Un tel parcours se fait en O(|Q|+ |T| + |I]) avec une représentation en liste d’adjacence et
en considérant que le test d’appartenance a F est en O(1) (vérification dans un dictionnaire
par exemple).

Ainsi, on a une complexité en O((|Q| + |T| + |I| + |F])?).

2.3 Généralisation

Question 2.7.

(1) L’état initial est pris dans I C @. A chaque étape, on a au plus |@Q| choix pour I’état
suivant dans le calcul. Ainsi, pour un mot de longueur &, on a au plus |Q[¥*! calculs
différents au plus. Ainsi d4(w) < |Q[FH!

(71) Pour un automate & un unique état initial et final tel que (q,a,q) € T pour tout
a € X convient.
En effet, on a exactement un calcul pour tout mot et |Q| = 1.
Plus généralement, on peut prendre un automate a p état tous initiaux et finaux tel
que (g, a,q’") € T pour tout ¢, ¢, a. L’idée est que l'on peut atteindre tous les autres
états depuis tout état en lisant une lettre du mot w.

Question 2.8. On généralise la construction de Aen Ak pour k > 2 :



— QP =qFx {0,130

T = {(i1, ooy ig, b12y oy b1, k)G € {1, kY 05 € IV € {1,..,k},5 < 1,bj; =
1i, 24}
— PR ={(f1, o fio L, DIVG € {1, .k}, f € F}

o fk = {(<317 "'7Skab1,27 "'7bk71,k)7a7 (tlv "'7tk7b/1,27 7b;§_17k))’v.7 S {17 "'7k}7 (Sj7a7tj) S
TVl e {]., ,]{J},j < l,b}l = max(bﬂ, 1t]-7$tl}

Cet automate reconnait Ambs;(A). En effet, de la méme fagon que dans la partie pré-
cédente, on peut extraire k calculs acceptants de A d’un calcul acceptant de A* tous
distincts deux a deux puisque b;; avec j < [ est croissant et devient dans le calcul égal a
1 lorsque les calculs correspondants aux états d’indices j et | deviennent différents.

Ainsi Amb>(A) est régulier en vertu du théoreme de Kleene.

Pour k =1, on a directement le langage reconnu par A qui est bien régulier.

Question 2.9. Ambj(A) = Amb>;(A) N (E*\ Amb>441(A)) est bien régulier comme
intersection d’un langage régulier et du complémentaire d’un langage régulier.

3 Concision des automates non ambigus
Question 3.1. L3 = ¥*{baa, bab, bba, bbb} est reconnu par I'automate suivant non ambigu.

a,b

b a,b /—\ a,b Q
— q1 q2 q3
@ N

On peut le déterminiser :

On peut remarquer qu’il y a 8 états avec les correspondances suivantes sur les fins de
mots :

— ¢€,a,aa,aaa Pour g
— b,ab, aab pour qg 1 ;
— bb, abb pour qo 1.2 ;
— ba, aba pour qg2;
— bbb pour ¢o,1,23;

— bba pour qp23;



— bab pour ¢o1,3;

— baa pour qp 3.

Question 3.2. On s’inspire de 3.1 et on construit I’automate suivant non ambigu qui
reconnait L, . En effet, 'unique chemin acceptant pour un mot w € L,, est qo...qoq192-..Gn :

a,b

Question 3.3. On s’inspire de I'observation faite dans la question 3.1 apres la détermi-
nisation. On construit 'automate suivant B :

— Q ={w e X"} avec |Q] = 2"

— I ={a"}

— F = {vwa|wy € X1}

— T = {(w1,0,w2)|qcx € ¥, w10 = awa}
Cet automate est déterministe et permet de conserver dans ’état les n dernieres lettres
du mot. Au lieu de considérer le mot vide, on considére initialement a”, car les a n’in-

terviennent pas pour la reconnaissance du mot par l'automate, seule la position des b
compte.

Question 3.4. Cette question semble trés simple d ce niveau du sujet.

A chaque étape du calcul, ou il s’agit de lire une lettre a & partir d’un état ¢, il existe
exactement un unique état ¢’ tel que (q,a,q’) € T donc on effectue la prochaine étape &
partie de ¢’ nécessairement et ce jusqu’a épuisement des lettres de w.

Ainsi, de proche en proche on construit un unique calcul sur w. Il est impossible d’en
construire un autre.

L’existence découle du caractére complet de I'automate et 'unicité du caracteére détermi-
niste.

Question 3.5. Si w = w’ alors il existe un unique calcul de B sur w = w’ qui aboutit a
un unique état g, = qu.

Réciproquement si ¢, = ¢,y alors pour tout v € X% on a quy = quy €n concaténant les
calculs de w ou w’ et le calcul de v (unique par la question précédente).

Ainsi wv € L,, si et seulement si w'v € L,,.

On pose w = aq....a, et w' = by...by,.

Soit v = ¢j...cp de longueur 0 < p < n un entier, alors WV = ay...a,c...cp et Wv =
al...ancl...cp.

wv € Ly, si et seulement si w'v € L,, donc apy1 = by qui est la n-iéme lettre en partant
de la fin.

Ceci est vrai pour tout 0 < p < n donc w = w'.

Question 3.6. Supposons par 'absurde qu’il existe un automate C reconnaissant L.,
complet et déterministe & moins de 2" états.

Par le principe des tiroirs, il existe deux mots de longueur n (|X"| = 2"), w et w’ tel que
Gw = Qur- Ainsi, par la question précédente, w = w' CONTRADICTION.



4 Concision des automates ambigus

Question 4.1.

(4)

(74) On construit un automate déterministe donc non ambigu : chaque état conserve en
mémoire les lettres déja rencontrées.

Question 4.2. De la méme fagon que dans la question précédente, on peut construire un
automate tel que :

— Q={q0,97} U{go,0 € X}
— F={qy}
— I ={qo}



— TI= {(q,a, q)|q € Q?U € Z} U {(QO707 4o,0 € E} U {(q(ﬂgv qf)aa- € E}
Cet automate a n + 2 état et reconnailt bien K,. Un mot est reconnu s’il existe un calcul
entrant et sortant d’un ¢, : pour cela il faut et il suffit que o apparaisse deux fois dans le
mot.

Question 4.3. De méme, on s’inspire de la construction pour K3 :
— Q=A{giU{ex, X C X}

— F'={q}

— I ={qp}

— T}— {(gx,0,axu{e})IX C X0 ¢ X} U{(gx,0,q7)|X C X,0 € X}U{(q5,0,q7)|0 €
>

Cet automate a 2" 4 1 états et reconnalt bien K. Il est déterministe donc non ambigu.
Chaque état conserve en mémoire les lettres déja rencontrées et a la lecture d’une lettre
déja rencontrée, on rejoint ’état final.

Question 4.4. (i) Le calcul acceptant de uv est de la forme qoq1...qu,v---Gf-
Le calcul acceptant de uv est de la forme qog;...qu’ v/ ---q}-
En concaténant le début du premier et la fin du second, on a qoql...quw...q} un calcul
acceptant de u - -- v qui appartient bien & K.
En concaténant le début du second et la fin du premier, on a ¢oq)...qu v'--.qf un
calcul acceptant de u/---v qui appartient bien & K,,.

(1) L'égalité qu.v = Quo = qu v = qu v découle des calculs (uniques) mis en avant dans
la question (7).

L contient 271

Question 4.5. Soit n > 2, s” = s"~ 1, s"~! . q,. D’aprés la remarque s~
éléments.
AinSi 5i+2"*1 = 8; - i, pour 0 S 7 S 27171 —1.

Pour0§i§2”_1—1et0§j§2”_1—1,ona:

. o 1 sis; et s; ont une lettre en commun
Myli, j] = My—[i, j] = { 0 sinon

1 sis;-ap et s; ont une lettre en commun
. -1 - .o
Malé +27 "7]:{ 0 simon = My[i, j]
1 sis;et Sj * iy, ONt une lettre en commun

0 sinon = Mnli, j]

My[i,j+2""1 = {

car oy, n’apparait pas dans s" 1.
1 sis;-apet §j + (i, ont une lettre en commun

0 sinon =1

Mn[i+2n_1,j+2n_1] :{

D’ou le résultat attendu.

Question 4.6. Si s;---s; € K, alors s; et s; partagent une lettre puisqu'une lettre
apparait deux fois dans le mot et s; et s; sont par construction des mots sans répétition.
Ainsi M, [i, 7] = 1.

Réciproquement, si M,,[i, j| = 1, alors s; et s; partagent une lettre donc elle se répete dans
s;-+-85 € Kp.



Question 4.7. Montrons le résultat proposé dans l'indication. Soit u; la j-iéme colonne
de M,, pour 0 < j <2" —1.
Soit 0 <@ < 2" — 1, alors si M,[i, j] = uy[i] = 1, alors il existe ¢ € Q tel que ¢ = g5, s; et
vglt] = 1.
On a donc u;[i] < Z Vg 1]
qeQ
3i7q:‘JSi,5j

Par ailleurs, soit ¢, ¢’ distinct dans @ tel qu’il existe i, 1" tel que ¢ = gs, s; et ¢’ = gs,, ;-
On a vyft] =1 et vy[i'] = 1.
Supposons par l'absurde que vy [i] = 1 et ainsi Z vglt] > 2. On a alors j' < 2" tel

q€Q
Hiaq:q.si,s]-
que ¢’ = gs, s, et d’apres la question 4.4, on a ¢’ = qs,,s; = Gs;,s, = Gs;,5; = 4
CONTRADICTION.
Ainsi on a bien pour tout 4, u;[i] = Z vg[i] puisque cette quantité vaut 1 si et
qe@
Eli:q:(Isi,sj

seulement si il existe un unique ¢ tel que g = gs, s;-

Donc u; = Z Vg.
q€Q
EIinZQSi,sj
Ainsi la famille des v, permet d’obtenir la famille des u; colonnes de M,, par combinaison
linéaire.

En supposant le résultat de la question précédente déja connu, on obtient 1’égalité par
égalité de dimension car v,[0] = 0 car sy = € pour tout ¢ donc 'espace engendré est de
dimension au plus 2" — 1. Et on a l’espace engendré par les colonnes u; est de dimension
2" — 1.

Question 4.8. Montrons le résultat par récurrence.

On a My = (0) de rang 0, M; de rang 1 et My de rang 3 tres clairement sur I'exemple.
De plus, la premiere ligne et la premiére colonne sont nulles. La derniere ligne contient un
0 puis que des 1.

On suppose donc que M,,_1 est de rang 2"~ 1 — 1.

En appliquant une sorte de pivot de Gauss par bloc, on obtient

rg( e ) =rg< ot e ) = rg(Myoa) + rg(Lamy — M)
On a rg(1, 1 — M,_1) = 2", En effet, en soustrayant la premiére colonne & toutes les
autres et en les multipliant par (—1) on reconnait les 2"~! — 1 colonnes libres de M, 1.
Elles finissent toutes par 0, donc la premiere colonne finissant par un 1 est bien hors de
I’espace engendré.

On en déduit rg(M,,) = rg(M,_1) + 2"t =27 -1

Question 4.9. Supposons par I'absurde que A contiennent strictement moins de 2" — 1
états ¢ tels que v, # 0. Alors, I'espace engendré par les v, est de dimension au plus
2" — 2. Or il est égal a l'espace engendré par les colonnes de M,, de dimension 2" — 1.
CONTRADICTION.

Question 4.10. Soit g tel que v, # 0, alors il existe 7, j tel que ¢ = gy, s;, en particulier
depuis ¢ il existe un calcul g...qy avec q; € F.



Siq eI, alors s; € K, ce qui est impossible car s; est sans répétition.

Si g € F, alors qq...q est un calcul de s; acceptant et s; € K,,, ce qui est impossible car s;
est sans répétition.

Ainsi,q¢ I et ¢ ¢ F.

Question 4.11. A contient au moins un état final, un état initial tels que v, = 0 et 2" —1
états tels que vy # 0 soit au moins 2" + 1 états.

10



