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Question 1

a. Procédons par récurrence sur la taille des mots. Etant donné un plongement
p: [m] = [n] de ua dans u'a’, deux cas sont possibles :

e si p(m —1) =n — 1, alors nécessairement
a= (ua)jm—1]= (Wad)[n—-1=d

et la restriction plp,—1) est strictement croissante de [m — 1] dans
[n — 1], i.e. c’est un plongement de u dans v/, d’ott u < v’ ;
« sinon, p([m]) C [n — 1] et donc ua < v’
Réciproquement, il est clair que, de chaque cas de la disjonction de droite,
on peut déduire que ua < u'a’.

b. De la question précédente, on déduit le programme suivant, sachant que
I’équivalence que 1'on vient de montrer suppose que les deux mots compor-
tent au moins une lettre. Pour raison d’efficacité, la disjonction précédente
peut étre transformée en deux cas disjoints :

(a#a etua<u)ou(a=a etu=<u)

puisque si ua < v, alors nécessairement u < u’.

let teste_sous_mot v u =
let rec aux i j =
if i = 0 then true
else if j = O then false
else if v.[i - 1] = u.[j - 1] then aux (j - 1) (1 - 1)
else aux j (1 - 1)
in aux (String.length v) (String.length u)
Concernant la complexité, chaque appel récursif a aux se fait en temps
constant, et puisque i décroit de 1 a chaque fois, le nombre d’appels est
majoré par |u|. La complexité de la fonction est en O(|ul).
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Question 2

a. On a bien (azzb) = 3, puisque c’est le nombre de fagon de sélectionner dans

abab un a puis un b :

abab abab abab

b. La donnée d’un plongement de a” dans a™ revient a sélectionner m posi-
tions dans 'ensemble [n] & n éléments. 1y a () fagons de faire, d’ou :

a\ _(n
an)  \m)’
c. C’est une conséquence directe de la question[I.a.} sachant que les ensembles
de plongements de va dans u d’une part, et de v dans u d’autre part sont
disjoints (du fait du cardinal de I’ensemble de départ).

Question 3

a. La terminaison de nb_plongements est assurée par le fait que les argu-
ments i et j de la fonction auxilliaire aux sont des entiers positifs, et que les
appels récursifs a cette méme fonction font toujours décroitre strictement j.

b. La correction de nb_plongements découle de la question et, plus
généralement, de la question auquel on a ajouté les cas de base :

(u)zl w#e:(g)zo
€ v
I
(0)= ()= (0) o = ()= ()
va va v va va
Ces différentes équations correspondent aux quatre branches de la fonction.

Question 4
a. Nous notons ici T'(4, j) & la place de T'(v,u) pour i = |v| et j = |ul.
On a, dans le pire des cas (sii > 1, j > 1 et u[i — 1] = v[i — 1])

ou la constante C' tient compte des différents tests et opérations arithmé-
tiques. De plus, ayant 7'(7,0) = 1 (on effectue au plus deux tests donc,
sans tenir compte de la récupération des longueurs des arguments, on a
A = 2), il est clair par récurrence que :

Vi,j €N, T(i,j) <2x2 —1



puisque T'(3,0) <1 =2 x 2° — 1 et, pour P'hérédité :
T@,j+1)<14+T(,j)+ TG —1,5)
<1+42x(2x2—1)=2x2""—1
En particulier, on a,
Vi, j €N, T(i,j) <2x 2
soit, en termes de mots et en posant C = 2,

Vo,ue A*, T(v,u) < 2/ x ¢y

. Il n’est pas possible de majorer T'(v, u) par une fonction polynomiale de
(’;) (et méme par n’importe quelle fonction de (Z)) puisque T'(v,u) peut
prendre des valeurs arbitrairement grandes tout en ayant (') = 0. On peut
considérer par exemple des mots de la forme

puisque le mot u ne contient pas la lettre b, mais ’algorithme, en lisant
les lettres de droite a gauche, doit au moins parcourir le mot u en entier.

. En écrivant
(“):1+1+1+ 141,
v

on remarque qu’il y a (:j) fois la constante 1, et (Z) — 1 fois le signe +.
Or, chacun de ces symboles correspond & un appel & la fonction aux (avec
lescasi = Opour 1,et v.[i - 1] = u.[j - 1] pour 4). Cela implique

que
T(v,u) > 2(“) 1

v

Question 5 On peut accélérer la fonction en sauvegardant les valeurs obtenus
lors des appels récursifs dans une matrice d’entiers. Cela donne le programme
suivant :

let nb_plongements_rapide (v : string) (u : string) =
let len_u = String.length u
and len_v = String.length v in
let m = Array.make_matrix

(len_v + 1) (len_u + 1) 0 in
(¥ Si v = epsilon, (v parmi u) = 1 *)

for j = 0 to len_u do

m.(0).(j) <=1

done ;
for j = 1 to len_u do



for i = 1 to len_v do
if v.[i - 1] = u.[j - 1]
then
m.(i).(j) <-m.(D).G -1 +m.E-1.(G -1
else
m.(i).(j) <-m.(D).(G - 1)
done

done ;
m. (len_v).(len_u)

La complexité est alors clairement en O(|u\ X |v|) en temps comme en espace.
En particulier, on a bien un temps polynomial en |u| + |v].

Question 6

a. Remarquons tout d’abord que Jwav C (Jwav) - a C Jwava, ce qui assure
I’inclusion
Jwav U (iwav \ iw) -a C lwava

Réciproquement, soit v € Jwava \ Jwav. 1l existe donc un plongement de u
dans wava mais il n’y a pas de plongement de u dans wav. Cela implique
tout d’abord que la derniére lettre de u est a (car sinon, un plongement
existe dans wav, toujours d’apres la question . En particulier, en
écrivant u = v’a, il y a un plongement de v’ dans wav. Mais il n’y a pas
de plongement de u dans wa (on en déduirait un plongement de u dans
wav) et done il n’y a pas de plongement de v’ dans w. Ainsi, on a :

u € (Jwav \ Jw) - a.
On a donc montré que :

Jwava = Jwav U (iwav \ ¢w) -a

. Si Jwav N (iwav \ Jw) - a # 0, un mot u dans I'intersection se termine
par un a (& cause du « -a »). Comme u € Jwav et, en notant u = va,
u' & Jw, on a u &€ lwa. Cela entraine que dans le plongement de u dans
wav, le a final de u est nécessairement dans v, et donc que v contient la
lettre a.

Réciproquement, si v contient la lettre a, alors on a waa € Jwav ainsi que
wa € Jwa \ Jw, d’ou

waa € Jwav N (iwcw \ iw) -a

En particulier, I'intersection est non vide.

En conclusion, 'union est disjointe si et seulement si le mot v contient la
lettre a.



Question 7

a. Sila derniere lettre a d’'un mot u apparait au moins deux fois, on peut le
mettre sous la forme u = wava avec v qui ne contient pas la lettre a. Dans
ce cas, d’apres la question précédente, on a

Card(lwava) = Card(lwav) + Card((Jwav \ Jw) - a)
Mais, puisque Jw C Jwav, on a :
Card((Jwav \ lw) - a) = Card(lwav \ Jw) = Card(lwav) — Card(lw)
Ainsi,
Card(Jwava) = 2Card(lwav) — Card({w)

Par contre, si a apparalt une seule fois dans u (en derniére position, donc),
en écrivant u = wa, il est clair que ’on a 'union disjointe

Ju=JwU (Jw) - a.

On a alors

Card({u) = 2Card(Jw)

b. En suivant I'idée de programmation dynamique, on peut calculer efficace-
ment le nombre de sous-mots en utilisant un tableau pour stocker le nombre
de sous-mots des différents préfixes de u :

let nb_sousmots (u : string) =
let m = Array.make (String.length u + 1) 0 in
m.(0) <= 1 ;
for i = 1 to String.length u do
let a = u.[1i - 1]
and j = ref (i - 2) in
while !'j >= 0 &% u.[!j] !'= a do
decr j
done ;
if !'j = -1 then
(* a apparait une unique fois *)
m.(i) <= 2 * m. (i - 1)
else
m.(i) <= 2 *m. (i - 1) - m.(!j)
done ;
m. (String.length u)
La fonction obtenue a une complexité temporelle en O(|ul?) de fait des
deux boucles imbriquées, et une complexité spatiale en O(\u|)
Remarque : a l’aide d’un dictionnaire qui indiquerait, pour chaque lettre,

sa derniére occurence sous réserve de définition, la fonction précédente
pourrait avoir une complexité en O(|u\)



Question 8

a. Si pesme(ua, vb) = wa alors vb est un sous-mot de w (puisque b # a) et
comme ua est un sous-mot de wa, alors nécessairement v est un sous-mot de
w. Mais si w # pesme(u, vb), alors pesme(u, vb) est strictement plus petit
que w pour l'ordre lexicographique, et il en est de méme pour pesme(u, vb)-a
par rapport & wa. On a donc nécessairement w = pesme(u, vb).

b. Clairement, on a pcsme(ua, va) = pesme(u, v)-a alors que, dans le cas ou les
deux mots se terminent par des lettres différentes, on a soit pcsme(ua, vb) =
pesme(u, vb)-a ou bien pesme(ua, vb) = pesme(ua, v)-b (d’apres la question
précédente, sachant que la derniére lettre de pesme(ua, vb) est nécessaire-
ment a ou b pour ne pas avoir de lettre inutile). Pour déterminer quelle
possibilité suivre, il suffit de comparer les deux chaines, et d’en prendre
le plus petit selon la relation d’ordre indiquée : taille puis ordre lexi-
cographique.

c. On en déduit la fonction suivante, toujours en utilisant les idées de pro-
grammation dynamique :

let pcsmc (u : string) (v : string) =
let m = Array.make_matrix (String.length u + 1)
(String.length v + 1) "" in
for i = 1 to String.length u do
m.(i).(0) <- String.sub u O i
done ;
for j = 1 to String.length v do
m. (0).(j) <- String.sub v 0 j
done ;
for i = 1 to String.length u do
for j = 1 to String.length v do
if u.[1 - 1] = v.[j - 1] then
m.(i).(j) <~ m. (i - 1).(j - 1) - (String.sub u (i - 1) 1)
else
let wi =m.(1).(j - 1) = (String.sub v (j - 1) 1)
and w2 = m. (i - 1).(j) = (String.sub u (i - 1) 1)
in
if String.length wl < String.length w2 then
m. (1).(j) <- wi
else if String.length w2 < String.length wl then
m. (1).(j) <- w2
else (* wl et w2 sont de méme taille *)
if wl < w2 then m.(1).(j) <- wl else m.(i).(j) <- w2
done
done ;
m. (String.length u).(String.length v)
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A nouveau, les complexités temporelle et spatiale sont en O(|u| X |v|), en
supposant que que les opérations sur les chaines de caracteéres sont en temps
constant. De fagon plus réaliste, si 'on suppose que ces opérations sont
de complexité linéaire en la taille des chalnes de caractéres, la complexité

de chacune de ces opérations est en
complexité polynomiale en |u| + |v].

O(Ju| + |[v]). On obtient encore une

2 Sous-mots et expressions rationnelles

Question 9 La premiére expression rationnelle correspond a ((a+0)-c)* - (b-

(@ - (cc)*)). Orsi L(e) = B, alors pour tout

¢/, L(e-e') = L(e' - e) = 0. Ainsi, de

proche en proche, L(() - (cc)*) =0, puis L(b- (@ (cc)*)) = 0 et enfin L(ey) = 0,
donc L(ep) ne contient aucun mot commencgant par a, b ou c.

La deuxiéme correspond & (ba)*(e+a)c*. Ainsi, L(ez) contient le mot « ba »
((ba)* capture ba, (e + a) capture €, et c* capture €). L(ez) contient également

« a » ((ba)* capture €, (¢ + a) capture a,

et c* capture €). Enfin, il contient

« ¢ » ((ba)* capture €, (¢ + a) capture €, et c* capture c).

Question 10

let peut_debuter_par e a =
let rec analyse e = (* Renvoie un
T est vrat
y est vrat
z est vrai
match e with

Epsilon -> false, false, true

Empty -> false, true, false

triplet de booléens = y 2z, ou
ssi e peut commencer par a

ssi e reconnait le langage vide
sst e reconnatit epsilon *)

, false, false

Letter x —> false, false, false

|
|
| Letter ch when ch = a -> true
|
|

Sum(el, e2) -> let x1, y1, z1
and x2, y2, z2
x1 || x2, y1 &&

= analyse el
= analyse e2 in
y2, z1 || z2

| Product(el, e2) -> let x1, yl, zl = analyse el

and x2, y2
(x1 && not y2)
yi [ y2,
zl && z2

, Zz2 = analyse e2 in

[l (z1 && x2),

| Star(el) -> let x, y, z = analyse el in

x, false, true

in let x, y, z = analyse e in x ;;

Cette fonction a une complexité linéaire en la taille de I'expression donnée en
argument, puisque la sous-fonction analyse est exécutée une seule fois a chaque

« noeud » de ’expression réguliere.

On peut aussi séparer les calculs des trois booléens en trois fonctions :



let rec langage_vide e = (* Teste si L(e) est wvide *)
match e with

Epsilon -> false

Empty -> true

Letter a -> false

|
|
|
| Sum(el, e2) -> langage_vide el && langage_vide e2
|
|

Product(el, e2) -> langage_vide el || langage_vide e2
Star(el) -> false ;;
let rec contient_epsilon e = (* Teste si L(e) contient epsilon *)

match e with
Epsilon -> true
Empty -> false
Letter a -> false
Sum(el, e2) -> contient_epsilon el || contient_epsilon e2
Product(el, e2) -> contient_epsilon el && contient_epsilon e2
Star(el) -> true ;;
let rec peut_debuter_par e a =
match e with
| Epsilon -> false
| Empty -> false
| Letter ch -> ch = a
|
|

Sum(el, e2) -> peut_debuter_par el a || peut_debuter_par e2 a
Product(el, e2) -> (peut_debuter_par el a && not (langage_vide e2))
|| (contient_epsilon el && peut_debuter_par e2 a)
| Star(el) -> peut_debuter_par el a ;;

Question 11

a. Considérons L = {aa}. Alors en considérant v = w = a, on a clairement
e <X wetwv €L, donc a € ()L, donc I’égalité est fausse. Attention,
cette définition de résidus différe en cela de la définition « classique »EI
des résidus d'un langage.

b. Considérons les langages L1 = {a}, Ly = {bb}. Notons tout d’abord que
Ll . L2 = {abb}

Ainsi, (a)(L; - La) contient b (en prenant dans la définition w = ab, qui
est bien un sur-mot de a).

Or (a)(Lz) est vide, puisque Lo ne contient aucun mot contenant un a. Et
de plus, un mot de ({a)L1) - L2 se termine nécessairement par bb, donc
cet ensemble ne contient pas b non plus. Ainsi, cette égalité est également
fausse.

Peut-étre plus intuitivement, dans le membre de gauche de 1’égalité, le
sur-mot w de a pouvait prendre a la fois son a dans un mot de L1, mais

Imais hors-programme !



aussi prendre des lettres dans un mot de Lo, ce qui n’était pas permis dans
le membre de droite.

c. Considérons u = a, v =b et L = {abc}. Alors (ab){abc} contient ¢ (en
prenant w = ab) et € (en prenant w = abc). Avec les mémes valeurs de
w, (b)L = {¢, c} également (et ce sont bien les seules, il n’y a pas d’autre
sur-mot de b qui préfixe un mot de L).

On peut également remarquer que (a){e,c} =@ : il n’existe aucun sur-mot
de a qui préfixe un mot de cet ensemble. Ainsi, (a)((b){abc}) # (ab){abc}.

d. Considérons L = {a} et u = aa. Alors (u)L = (), car L ne contient aucun
sur-mot de aa. Donc ((u)L) - L* = ().

A Dinverse, en prenant v = w = aa, on a bien u < w et wv € L*, donc
v =aa € (u)(L").

Ainsi, aucune de ces égalités n’est vraie.

Question 12

a. L’expression rationnelle ¢ obtenue doit reconnaitre tous les suffixes de
mots de L(e).

let rec eps_residu_ratexp e =
match e with
| Epsilon -> Epsilon
| Empty -> Empty
| Letter a -> Sum(e, Epsilon)
| Sum(el, e2) -> Sum(eps_residu_ratexp el, eps_residu_ratexp e2)
| Product(el, e2) ->
if langage_vide el then
Empty
else
Sum (
Product (eps_residu_ratexp el, e2),
eps_residu_ratexp e2)
| Star(el) -> Product(eps_residu_ratexp el, Star(el)) ;;

(z+1D)(z+2)

b. Considérons f : = — , et montrons par induction que si

e est une expression de taille z, alors ’algorithme ci-dessus ne peut pas
produire une expression de taille supérieure & f(z). C’est vrai si e = (), si
e=ccar f(1)=3> 1.

Si e est une lettre, |¢/| =3 = f(1).

2 3
Pour la suite, remarquons que f(x1+zo+1) = (1 + 2 4 2)(21 + 22 4 3) =

2
x% —|—x% + 2x129 + 521 + 529+ 6
5 .




Si e s’écrit e; + e avec |er| = x7 et |es| = a9, alors |e/| < 1+ f(x1) + f(z2)
24 (w1 4+ 1)(21 +2) + (22 + 1) (22 + 2) <
2 ~

par hypothése d’induction. En utilisant alors que |e’| <
x? + 321 + 23+ 312+ 6 .
2 ~
Si e sécrit ey - e avec |e1| = x1 et |ea| = xq, alors |€/| < 2+ f(x1) +z2 +
44 (z1+ 1) (21 +2) + 222 + (w2 + 1) (22 +2) 2% + 2% + 321 + 522+ 8
f(z2) < = <

2 2
f(z1 4+ 22+ 1) (par exemple parce que x; > 1).

f(i[,'l —+ ) —+ 1)

442 1 2
Sies’écrit e}, avec |e1| = x1, alors |¢/| < 2+x1+f(21) < +20 F (@ F D +2) =

2
(x1 + 2)2(:1:1 +3) ~ far 4+ 1)

Ainsi, dans tous les cas, par induction, la taille de e’ est majorée par f(e|).

Question 13

a. Le langage doit contenir, pour tout mot wav de L, les suffixes de v.

let rec char_residu_ratexp a e =
match e with
| Epsilon -> Empty
| Empty -> Empty
| Letter ch when ch = a -> Epsilon
| Letter ch -> Empty
| Sum(el, e2) -> Sum(char_residu_ratexp a el, char_residu_ratexp a e2)
| Product(el, e2) ->
if langage_vide el then
Empty
else let el_prime = char_residu_ratexp a el in
if langage_vide el_prime then
char_residu_ratexp a e2
else
Sum (
Product (char_residu_ratexp a el, e2),
eps_residu_ratexp e2)
| Star(el) -> if langage_vide (char_residu_ratexp a el) then Empty
else eps_residu_ratexp e ;;

b. Le méme majorant convient, avec la méme démonstration.

Question 14

a. Montrons que (au)L = (u)((a)L). Pour cela, un mot v appartient a
(u)((a)L) si et seulement si il existe w; et wy tels que

aw, uxwy et wiwev € L
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Mais alors, au < wyws et donc v € (au)L et donc
<u)(<a>L) C (au)L

Réciproquement, tout mot w tel que au < w peut s’écrire sous la forme
w = wiws tel que a < wy et u < wa, ce qui assure I'inclusion inverse, et
donc 1’égalité entre les deux ensembles.

En remarquant que u € L <= (u)L # (), on en déduit la fonction
suivante :

let sousmot_de_ratexp u e =
let n = String.length u in
let rec aux 1 e =
if 1 = n then not (est_vide (eps_residu_ratexp e))
else aux (i + 1) (char_residu_ratexp u.[i] e)
in
aux O e
b. Sans simplification des termes, les appels récursifs aux fonctions de calcul
de résidu peuvent faire croitre la taille des expressions de facon quadratique
a chaque fois, ce qui peut conduire & une augmentation exponentielle de la
taille (et méme & la puissance 2/“1).

Question 15 On peut voir une matrice booléenne représentant FC(u,e)
comme une matrice d’adjacence, un chemin entre deux positions correspon-
dant a la couverture par e du facteur de u correspondant. En particulier, pour le
produit, cela revient a concaténer les chemins et, pour ’étoile, a calculer la cloture
transitive du graphe, ce que l'on fait a I’aide de I’algorithme de Floyd-Warshall.

let rec facteurs_couverts u e =
let n = String.length u in
let m = Array.make_matrix (n + 1) (n + 1) false in
match e with
| Epsilon —>
for i = 0 to n do
m.(i).(1i) <- true
done;
m
| Empty -> m
| Letter a —>
for i =0 ton -1 do
if u.[i] = a then m.(i).(i + 1) <- true
done;
m
| Sum (el, e2) ->
let ml1 = facteurs_couverts u el

11



and m2 = facteurs_couverts u e2 in
for i = 0 to n do
for j =i ton do
m.(i).(3) <~ ml.(1).(G) [l m2.(1).(F)
done
done;
m
| Product(el, e2) —->
let ml1 = facteurs_couverts u el
and m2 = facteurs_couverts u e2 in
for i = 0 to n do
for j =1 ton do
for k = j to n do
m.(1).(k) <~ m.(1).(k) |l (mi1.(1).(F) && m2.(3).(k))
done
done
done ;
m
| Star el —>
let ml1 = facteurs_couverts u el in
(* on applique un algorithme type Floyd-Warshall *)
(* on remplit la diagonale *)
for i = 0 to n do
m.(i).(i) <- true

done;
(* on ajoute les mouveaux chemins d m en passant par ml *)
for i = 0 to n do

for j =1 ton do
for k = j to n do
m.(1).(&k) <-m. (2).& || (m.(1).(G) & mi.(G).&k))
done
done
done ;
m

Concernant la complexité, il y a |e| appels récursifs, et chaque appel récursif a

une complexité spatiale en |u|? et temporelle en |u|3. Ainsi, temporellement, la
fonction est en |e| x |ul3.

Question 16 On en déduit une version plus efficace de sousmot_de_ratexp en
vérifiant si u est entierement couvert par L, autrement dit si la matrice renvoyée
par la fonction précédente possede la valeur true en haut & droite.

let sousmot_de_ratexp2 u e =
let n = String.length u

12



and m = facteurs_couverts u e in

m. (0).(n)

3

Comme pour la fonction précédente, la complexité (temporelle) est en |e| x |ul3.
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