Exercice n°0 « Technique de la feuille blanche »

Munissez-vous d’une feuille blanche et rédigez :

1) Théoreme des valeurs intermédiaires

2) Théoreme de Rolle

3) Théoreme des accroissements finis.

4) DL de ex, cos(x), sin(x), i etIn(1-x)

5) Théoreme de la bijection

6) Formules de cos(a+b) et sin(a+b)

7) Les expressions des suites récurrentes : Un4+2=aun+1+bun selon I’équation caractéristique.

8) Définition d'un sous-groupe

9) Définition d'un sous-espace vectoriel

10) Définition de morphisme de groupe, isomorphisme de groupe, automorphisme de
groupe.

11) Théoréme du rang

12) Critere de Riemann pour une série

13) Régle de d’Alembert pour une série.

14) Formule du bindome de Newton

15) Définition d’une relation d’équivalence

16) Théoreme fondamental de I'analyse permettant d’obtenir I'existence d’'une primitive.

17) Définition d’une fonction dérivable en un réel « a »

18) Définition a I'aide de quantificateurs d'une fonction continue en « a »

19) Définition d’'une fonction convexe, d'une fonction concave

20) Définition de matrices semblables, équivalentes, inversibles

21) Citer le théoréme affirmant la dérivabilité d’'une fonction réciproque, et donner cette
dérivée.

22) Rappeler pour une suite récurrente, le lien entre monotonie de la suite et monotonie de
I'itératrice.

23) Définition de la multiplicité d'une racine d’'un polynéme. Quels sont les polynémes
irréductibles sur R, sur C

24) Soient (A,B)€ M, (R)?, et C=AB, donner I'expression de Cij

Exercice n°1 (Khal MPSI Wallon)

Soit F = {(xy,zt)€ R* tel que:x + 2y +t = 0 ety — z + 3t = 0}
Soit G = vect((1,1,0,1) ;(2,-1,2,0))

1) Montrer que F est sous-espace vectoriel de R*, déterminer une base et sa dimension.

2) Méme question avec G

3) F et G sont-ils supplémentaires dans R*?

4) Déterminer dans une base adaptée, la matrice de la projection sur G parallelement a un
supplémentaire de G.

1) u €Fssi {;t?—]{--;; _ g

degrés de liberté : On va décrire le systéme avec deux variables, par exemple z et t.

c’est un systéme de deux équations a 4 inconnues, il y a donc 2

2y = —
D’our : {xy+= : _3 tt et u(5t-2z,-3t+z,z,t) = t(5,-3,0,1)+2(-2,1,1,0) avec (z,t) € R?

Etuevect((5,-3,0,1) ;(-2,1,1,0))
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x+2y+t=0
y—z+3t=0
Ainsi F = vect((5,-3,0,1) ;(-2,1,1,0)) donc F est un sous-espace vectoriel.

Clairement les deux vecteurs ((5,-3,0,1) ;(-2,1,1,0)) forment un systéme libre car les
coordonnées ne sont pas proportionnelles. Il s’agit d’une base de F, et dim(F)=2

Réciproquement si uevect((5,-3,0,1) ;(-2,1,1,0)) alors u vérifie {

2) Immédiatement G=vect((1,1,0,1) ;(2,-1,2,0)) est un sous-espace vectoriel, et comme les
deux vecteurs forment un systéme libre alors dimG =2
3) Déja dim(F)+dim(G)=4=dim(R*)
Soit ueFNG, alors 3(a, B) € R?tels que : u= a(1,1,0,1) + (2,-1,2,0) = (a + 2, a —
x+2y+t=

0 N . _ _
y_Z+3t:Odouapréscalculs.a_ﬁ_

B, 2p, a) etles coordonnées de u vérifient {

0 et FNG = {0}
Ainsi : R* = F®G

4) Une base adaptée est une base de R* obtenue par la concaténation d’'une base de F avec
une base de G

0000
. 0000
Dans une telle base, on obtient : 0010
0001
Exercice n°2
Les 4 questions sont indépendantes.
, . e 1+i
1) A) Déterminer la forme algébrique de NI
. : . 1+i
B) Déterminer la forme exponentielle de N

C) En déduire les valeurs exactes de cos(%), sin(%) et tan(l—nz)
D) Pour a€ R, exprimer cos(2a) en fonction de cos(a)
E) En déduire que COS(%) est solution de 'équation 4x? = 2++/3

F) Retrouver alors la valeur de cos(%)

2) Linéariser I'expression sin(3x)cos?(x)
3) A) Déterminer les racines carrées de 4+3i

B) Soit n un entier non nul, résoudre I'équation z>™ = (4 + 3i)" d’inconnue z€ C

cos (k8)

4) A) Pour cos(8) # 0, on définit: S=};_, ok CLT= S=Xr-0 sin (k9)

cosko

Calculer S+iT
B) En déduire les valeurs de S et de T

1+i _ (1+)(V3-0) _\/§+1+. 3-1
V3+i | (V3+D)(V3-i) 4 1=

1)A)Ona

L i A . 1+i \/Eei%_i i~
B)Ona1+1—\/fe4et\/§+l—Zeﬁdonc—ﬁﬂ_— T=er
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C) ainsi %eiﬁ = \/—H +i @, on en déduit que cos(—z) =2 kRN ( ) \/_‘/§ !
L4 3-1
tan(ﬁ) = m

D) Par le cours cos(2a)=2cos?*(a)-1

E) Dans cos(2a)=2cos?(a)-1 pour a=%, on obtient cos(g) = 2cosz(%)-1

Soit %> = 221
F) Doncx=+ ’% or x>0 donc cos(—) = ‘/?’2
2) On acos?(x) = 1+cos (2%) ¢ sin(3x)cos?(x) = sin (3x)+sin2(3x)cos (2x)
On retrouve facilement sin(a)cos(b) = Sin(”b);’sm(a_b)
Donc sin(3x) cos(2x) = w
P __ sin(5x)+sin(3x)+sin(x)
Soit: sin(3x) cos(2x) = 5
a’+b*=5
3) A) On pose 6 =a+ibtel que 82 = 4+43idou aZ _ bZ =4
2ab =3
Et§ = 2 ou-
~ZM

2n
B) De z>" = (4 + 3i)" © z*" = §*" donc (g) =1
2ikm

Ainsi%z e etk e0,2n—1]

Finalement S = {+ﬂeln ke [[0 2n—1]}

)n+1

o kK 1-(=
Mo on e _ cos (0)
4) SHT = Zk=0 (cos (0)) - etf

cos (0)
Il reste a identifier parties réelle et imaginaire...

—=sin (n+1)6) , sin (8) , sin (n6)
cos(n@)—cos ((n+1)0) _ " cos™1g ' cos(8) cos"t1g
etT= 1
cos’

D'ou S =

Exercice n°3

Une matrice A de M, (R) est dite pseudo-magique s’il existe un réel S(A) tel que : V(i,j) €
[1, n]]z' ZZ=1 Ajg = Zz=1 Ay j= S(A)

Soit E 'ensemble des matrices pseudo-magiques de M, (R) et ] la matrice de M, (R) dont tous
les coefficients sont égaux a 1.

1) Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de (M, (R),+, .)
2) Montrer que A est pseudo-magique si et seulement s’il existe un réel u tel que AJ=]JA= yJ

3) Soit A une matrice de E inversible, montrer que S(A)#0, montrer que A~! appartient a E.
Que vaut S(A™1)?
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1) Lamatrice nulle estdansE, Si A €E, Va € R, aA €E et S(ad) = aS(A)
Etsi (A,B) €E? A+BE€E, S(A+B) = S(A)+S(B)
D’ou E sev
2) siC=AJalors Cyj = Si—y Audij= Ti-y i = S(A)
De méme, JA=S(A)]
3) SiS(A)=0 alors A]=0 donc A-1AJ=A"10 et ]=0 absurde !
De fagon évidente : J=S(A)JA ! don JA~1 = =% A)] etS(A 1) =

Exercice n°4 (Khal Chitelet)

1) Soit fl'application de R dans R définie par f(0) =1 etVt # 0, f(t) = %n(t)
a) Montrer que f est continue sur R, et paire.
b) Donner le développement limité a I'ordre 1 de f au voisinage de 0.
¢) Endéduire que f est dérivable en 0, et donner f’(0)
d) Justifier que f est dérivable sur R, et pour t+ 0, calculer f’(t)
e) ATaide d'une intégration par parties, montrer que vVt € R*, fo ﬁ = _71 t2f'(t)

f) En déduire le sens de variation de f.
2) Soit ¢ I'application de R dans R définie par ¢(0)=1etVx # 0, p(x) = ifoxf(t)dt
a) Montrer que ¢ est continue sur R et paire.

b) Montrer que pour tout x réel, f(x)< ¢@(x) < 1 (on pourra commencer par supposer
x>0)

c) Montrer que pour tout réel x non nul, ¢'(x) = % (f(x) —p(x)

d) Montrer que ¢ est dérivable en 0, et que ¢'(0) =0
e) Donner les variations de ¢

f) Montrer que lim = [ f(t)dt = 0
x—o00 x 1
g) Endéduire que xl_l)rpm p(x) =0

1) a) Tout d'abord, retrouvons le DL de arctan

Arctan’(x) = 1— ro—=1x*4+x* + o(x“) dons arctan(x)=arctan(0) + x - —x +
%xs + o(x®) soit: arctan(x)= x - Ex + Ex +o(x)

On obtient: f(t) =1 - % t% +o(t?), d’on lim f(t) = 1 or f(0)=1 donc f est continue en 0

De plus, f est le quotient de 2 fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas
sur R*, donc f est continue sur R*, et finalement, f est continue sur R

Comme f est le quotient de deux fonctions impaires, alors f est paire.

b) ona: f(t) = 14+o0(t)

¢) Comme f admet un DL al'ordre 1 en 0, alors f est dérivable et f’(0)=0

d) Comme, f est le quotient de 2 fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule
pas sur R, alors f est dérivable sur R*, et finalement, f est dérivable sur R

Le calcul donne: f’(t) = X 11 2~ ardgn(t)

2x
e)Ona: f0(1+ e x—Efoxmdx
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On pose u=x et V=2 12 , ces deux fonctions sont C?, par IPP : fo RTPR dx = _—1 t*f'(t)

f) Le 51gne de f’ dépend du 51gne de dx etil est l'oppose de celui de

fO (1+x%)?

dx , pour t>0, fo Tix dx >0 et pour t<0, fo Tix dx <0 (en effet les

fo (1+x2)2 2)2
bornes ne sont pas dans 'ordre croissant !)
Ainsi, f est croissante sur ]-o0,0[ et décroissante sur ]0,+ oo[

2)2

2) a) Toutd’abord, comme f est continue sur R, alors x — f: f(t)dt est bien définie, et C!

Pour x# 0, @ est le quotient de deux fonctions continues avec le dénominateur ne
s’annulant pas, donc ¢ continue sur R*

[ F@dt—f) f(Ode

Sinon, @(x) = pors

, il s’agit du taux d’accroissement de x — f: f(t)dt entre 0

et x, or comme x — f: f(t)dt est dérivable, ce taux a une limite en 0 égale a la dérivée de

Jy f®dt évaluée en 0, c’est-a-dire 3 f(0)=1
Ainsi Lin(} @(x) = @(0) et ¢ continue sur R

Comme f est paire, f: f(t)dt est impaire et ¢ est paire

b) Six>0, p(x)< %foxf(O)dt =1 (car f(0) estle max de f) donc p(x)< 1
Et sur [0,x], f est décroissante donc f(x)<f(t) d'od - [, f(x)dt < - [ f(£)dt

Etf(x) < o(x)
D’otu f(x) < ¢@(x) < 1 et de méme si x<0

¢) Directement : ¢'(x) = — @ (x) + -f(x) = 2(f(X) - 9(x))

d) Def(t) =1- %tz + o(t?), on tire f:f(t)dt =x- %x3 + o(x?) et 9(x) = 1+0(x)
Donc ¢ admet un DL a I'ordre 1 en 0, donc ¢ est dérivable en 0 et ¢'(0) =0

e) Comme (p’(x) = 1(f(x) - p(x)) etf(x) < @(x), alors @' (x) <0 et @ décroissante.
f) On a f(t) < Sy donc- f fodt < —= nln(x) -0

g) Parla relatlon de Chasles : p(x) =~ (fo f)dt + fle(x)dt) avec;lcfff(x)dt -0
et%fo1 f(x)dt -0 car fol f(x)dt <1 (d’aprés c))

Exercice n°5 (Khal Chatelet)

Notations : R et C désignent respectivement le corps des réels et celui des complexes.

R L e B e

_(a b _(d b _
Pour A = (c d) dans M, (C), on pose g(A) = (—c a ) etr(A) =a+d
1) Montrer que ¢ est une symétrie du C-espace vectoriel M, (C).

2) Etablir que (I,],K,L) est une base du C-espace vectoriel M, (C).
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3) Donner la matrice représentative de ¢ dans cette base.

4) Soit (A,B)€ M, (C)? montrer que o(AB) = o(B) o(A)

5) Justifier que pour A€ M, (C), Ag(A) = Det(A)l;

6) Montrer que si A est inversible alors g(A) I'est également.

7) Exprimer g(A)! et (A1) en fonction de A.

8) Vérifier que r est une forme linéaire sur le C-espace vectoriel M, (C).
9) Soit A€ M, (C), exprimer o(A) al'aide de A, I etr(A)

1) On vérifie aisément que 6?(A)=A donc ¢ = I, donc o est une symétrie du C-espace
vectoriel M, (C).

2) Card (1], KL)=4=dim(M;,(C))
Montrons a présent que la famille (1,],K,L) est libre.
Soit (a, B,7,8)€ C* telsque al + B + YK + 6L = 0

vy (=6 —B+iy\_(0 0

Dou:(ﬂ+iy a+ié )=(0 0)
Et:a—i6=0, —f+iy=0, B+iy=0eta+id=0

On obtient facilement: ¢ = f = y = § = 0 donc la famille est libre et (I,],K,L) est une

base !
3) Oncalcule: (D=L, 0(J) = —J, (K) =—Keto(L) =
10 0
0— 1 0
On obtient la matrice : 00—10 )
00 0-1
a b . _ _.a by/a b
4) Parle calcul, pour A= ( d etB= ( ) on obtient o0(AB)= a((c d)(
a by(a b aa' + bc’ ab’+bd’ _(bc+dd —ab' —bd
Eta((c d)( d) (ac+da’ bc+dd’))_( c—da aa' + bc

S

B )eta(B) (d’ _I,”)

a
b'c+ dd' —ab’ — bd’
eta(B) o(A) = (—afc —da' aa + bc )

Donc: o(AB)=a(B) o(A)

5) Onobtient Ac(A) = (ad (; be ad — ° bc

6) SiAestinversible alors a(A)+0 alors

D’autre part, 6(A)= (—dc

) = (ad-bc)lz = det(A)I,

det (A)
et donc inversible !
A

7) Onaainsi g(A)~1= = ot

De plus o (AB)= a(B) 6 (A), et pour B = A~1, et sachant que o(I)=I
Ona: (A 1= oA}
8) On aclairementr forme linéaire ! (par le cours...il s’agit de la trace !)
9) A+o(A)=(at+d)lzd’ouc(A)=r(A)lz-A

Exercice n°6 (Khal Chitelet)

Soit ¢ une application dérivable sur R, on considére I’équation différentielle :
(B): (1-e ™M)y’ (0)+y®) = ¢(x)

On définit les fonctions F et G de R, " dans R par: G(x) = f et p(t)dt et F(x) =

G(x)
ex—1
1) Montrer que F et G sont des applications C! sur R,."

2) Déterminer le développement de Taylor de G a I'ordre 2.

3) En déduire le développement de F au voisinage de 0 al'ordre 1 :
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4)
5)
6)
7)
8)
9)

1y

2)

3)

4)

5)
6)
7)
8)

9)

F(x) = 9(0)+5 ¢’ (0)+0(x)

En déduire que F est prolongeable par continuité en 0. On notera encore F la fonction
ainsi prolongée.

Préciser alors F(0)

Démontrer que F est dérivable en 0 et préciser F’(0)

Résoudre sur R, ", I'équation différentielle : (Eo) : (1-e™)y'(x)+y(x) =0

Montrer que F vérifie (E) sur R,."

a) Exprimer la solution générale de (E) sur R, "

b) Vérifier que F est 'unique solution de (E) sur R, ayant une limite finie en 0.

La fonction t— ef(t) est continue comme produit de fonctions continues sur R
Ett— fot e*@(x)dx est ainsi définie et C! sur R

F est le quotient de deux fonctions C! sur R avec un dénominateur ne s’annulant pas
R* donc F est C! sur R*

G0)=0

G'(x) = e*¢@(x) donc G'(0) = ¢ (0)

G"(x) =e*p(x) + e"¢'(x) et G"(0) = ¢(0) + ¢'(0)

D’ou G(x) = @(0)x + sz + o(x?)

G(x) ‘p(o)x_l_q’(o)‘;‘P’(o)xZ_l_o(xZ)

Ona =1-£2+o(x)

e*-1 x+%2+o(x2)

EtF(x) = ¢(0) + %(O)x + o(x)

F admet un DL 4 l'ordre 1 donc lin(} F(x) = ¢(0), on peut donc prolonger F par
X—

continuité en posant F(0) = ¢(0)
F(0) = ¢(0)
F admet un DL a l'ordre 1 donc F dérivable en 0 et F’(0) = %(0)

Par le cours : y = Ae~ (¢~ 1) = exA_ ;avec A€ R
G'(x)(e*-1)-G(x)e*

Fx) = 1) , et on vérifie que (1-e ™*)F'(x) + F(x) = ¢(x)
Donc F vérifie (E)

A) On en déduit que y= F(x) + exA_ Javec Ae R

B) Comme ,}lgl exl_ ;= to, nécessairement A=0 d’ou y(x) = F(x)

Exercice n°7 (Prépa INP)

Soit B=

D

2)

(1,X,X?) la base canonique de R, [X]

Soit £: R, [X] - R, [X],P > 2 [P (£) + P (X))

a) Montrer que f est un endomorphisme de R, [X]

b) Ecrire la matrice représentative de f dans B

¢) Justifier que f soit bijective.

Soit p: R,[X] = R, P-P(1), on admet que ¢ est linéaire
a) Déterminer dim(Ker(¢))

b) Donner une base de Ker(¢)
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1 1
123
3) Soit A€ Mz(R)avecA=|0 - = | onnoteB'=(11-2X1-6X+6X?)
00 =
4

a) Justifier que B’ est une base de R, [X]

b) Ecrire la matrice représentative de f dans B’
¢) Ecrire la matrice de passage Qde Ba B’

d) Justifier que Q est inversible

2 3
e) Montrerque Q1= 0 -1 _71 ,

Z
\0 0 %/
1) a) ClairementV(P, Q) € R;[X]%, f(P + Q) = f(P) + f(Q)et VP € R,[X],Va €

R, f(aP) = af(P)
De plus, clairement, VP € R,[X], f(P) € R,[X]

b) Onaf(1)=1,f(X)=; + ;X etf(XH) =2+ ;X +;X°

11
4 8

DouMs(=|0 1
1

00

c) Onadet(Ms(f)) = % # 0 donc M inversible donc f bijective.
2) a)b) PeKer(f)<P(1)=0 d’ou P(X)=(X-1)(aX+b) avec (a,b) € R?
et P(X)=aX(X-1)+b(X-1), soit Pevect(X(X-1),X-1)
Réciproquement si Pevect(X(X-1),X-1), clairement P(1)=0
Finalement Ker(f) = vect(vect(X(X-1),X-1)
Et dim(Ker(f))=2 car ((X(X-1),X-1) est une famille de polyndmes de degrés différents
donc libre.
3) a) Il s’agit d’'une famille échelonnée de polynémes de R, [X] donc libre, et son cardinal
correspond a la dimension de R, [X]

Sinon, on pourrait aussi construire la matrice par concaténation des vecteurs et voir que

le déterminant est différent de 0.
b) Onaf(1)=1, f(1-2%)= ;(1-2X) et f(1-6X-+6X?)=1(1-6X+6X?)

1 0 O
1
EeMe®=(0 2z ©
1
0 0 "
1 1 1
c) Q=<0 -2 —6)
0 O 6

d) C’est une matrice de passage entre deux bases donc elle est inversible
Sinon, det(Q)=-12 donc inversible !
e) Laméthode de Gauss-Jordan fonctionne bien , mais on peut vérifier que

11
1 1 1 2 3] /10 0
0—2—6077=010,
0 0 o6 0 0 1
oo%
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Exercice n°8 (Prépa INP)

On consideére les polyndmes P=X° + 2X* + 3X3 + 2X? — 1 et Q=X* + X?
1) Effectuer la division euclidienne de P par Q

2) Factoriser Q en produit de polyndmes irréductibles de R[X]

. - (14 . P
3) Effectuer la décomposition en éléments simples de 0

V3 xS +2x*+3x342x%2-1
4) Calculerlavaleurdel= | —
1 x*+x

dx

1) Ladivision euclidienne donne : X> + 2X* + 3X3 + 2X%-1=(X*+X)(X +2) + 2X3 -1
2) Q) = X3(X?+1)

2x3-1

3) Ona— =X+2+ 0
2x3-1
Décomposons en éléments simples : i

2x3-1 _ 2x3-1 a [;

%, B 4
Factorisons : -7—- = = Yo X + 5+ ;avec (a,B,y,6) ER

En multipliant par X? et en prenant X—O, on obtlent 1=
En multipliant par X et en faisant tendre X vers l'infini: 2=a + y

Pour X=1, ——a+B+Y+8

yX+8

y+6

Pour X=-1,% —-a+p+

Dou:a=0,=-1,y= 2et6=1
2x3-1 -1 2X+1

Finalement: 73— _F P 1
V3 P(x) 2x+1
) 1 f1 Q()d f1 (x+2+ 4+ z)dx f1 (x+2+—+ Zpdx
2x+1

Or une primitive de x + 2 + —+ 1xZ + ;+ln (x*+1)

x2+1

_\/5

DoncI—[ x4+ = +ln(x + DI -2+1n(2) + 7

Exercice n°9 (Prépa INP)
1

L’objectif de ce probléme est de déterminer lirII Yh=1 e
n—-+oo
. . 1
On introduit Sy»=Xx_; -5

. . 1 (2
1) Soit p un entier, tel que p>0, montrer que 7= fo (E - t) cos(pt) dt

2
2) En déduire que pour tout entier n>0, S, = fon (;—n — t) h=q cos(kt) dt
3) Soitt=0, calculer }.7_, cos (kt)
4) Soit t€]0, 7], montrer que Y¥_, cos (kt) = Re(e® Le )

1— el.t

-1 sin(zijlt)
5) Endéduire que Vt € [0,7], X}-; cos(kt) =@, (t) avec ¢, 2 + 2sin(f) sit €]0, 7]
nsit=0

Premiere année classe préparatoire INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai, M.
Calciano




6)

7)

D

2)
3)
4)

5)

6)

7)

Pour n>0, on définit f, sur [-r,0[U]0, ] par f, :t—>(t—2 —t) ;t
2n 2 sm(—)
Montrer que f, peut se prolonger par continuité sur [-7, ], on appellera encore f, ce
prolongement.
Préciser f,(0)
Montrer que f, est dérivable en 0.

Ona f: (% - t) cos(pt) dt = fggcos(pt) dt - f(;Tt cos(pt) dt

Soit: I1=f:£cos(pt) dtetl; = fon t cos(pt) dt

Pour Iy, on procéde par IPP en posant u=t? et v=% sin (pt) avecuetv C!
__ (t’sin (pt) 2 o, .

I, = [T]{)’ - ,_,fo tsin(pt)dt

Et on calcule f 4 tsin(pt)dt encore par IPP, en posant u=t et v=-1—1] cos(pt)

_2n(-1)P
2mp?

Etl; = —_(_121”4.1
P

Etl; =

2 2 1
Ona: f: (Zt—” - t) Yr=1cos (kt)dt = Y}_4 f: (zt_n - t) cos(pt) dt =¥},

Pour t=0, };;_; cos (kt) =n
De fagon générale : Y_, cos (kt) = Re(XP_, eikt) = Re(eit L= il )

1-— elt
Cme L B 1 2isin(
On part de et e1 eeu — et eilzt(ei__l2 e; . - (f)
ezt (et eZ) isin(3)
. Z cos (kt) = cos(n—+1 t) sin(> ) _-1 sm(2n+1 6
k=1 2) 2 Zsm(z)
-__31"‘ 3y et (£ — S S P LAV 3
SinG;) =5-¢ + o(t) E‘t( t) X X 1__+0(t2) 1+2n t 2 e T OE)
Et fa(t) =-14-—+ > — 2+ 0(t%)

24 48w
Donc f, est prolongeable par continuité en posant : f,(0)=-1

Le DL a l'ordre 1 prouve que f, est dérivable et f ,’ (0)=$

Probléme n°10

On consideére les matrices suivantes :

BIRNR D=

D
2)

o 1
2 -2 0 1 0 00 -1 0 1
1 0/|,pP=| 1 1—2,D=012etQ=3 3 3
0 1 1 0 1 00 ; 1 0 2
2

Soit n un entier naturel non nul, déterminer I'expression de D"

On souhaite démontrer que P est inversible de trois facons différentes :
a) Méthode n°1 : Déterminer le rang de P et conclure.

b) Méthode n°2 : Calculer le produit PQ et conclure.
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c) Méthode n°3: En utilisant la méthode de Gauss-Jordan, déterminer par le méme coup
P—l
3) Pour n entier non nul, démontrer, par récurrence, que M" = pp"p-1
4) En déduire I'expression de M" sous forme matricielle.
5) On consideére les suites (u,), (v,) et (w,,) définies par : up=0, vo=0, wo=1 et VneN,

_ upt2wy

{un+1 =
__Upt2vy

Vn+1 =
_ upt2wy

Wnt1 = =

uTL
On pose X, = (Un)
Wn

Exprimer X,+1 en fonction de M et de X,
6) a) En déduire I'expression de X, en fonction de M" et de X, pour tout entier n supérieur
ouégalal.
b) Déterminer I'expression de (u,,), (v,) et (w,,) en fonction de n.
c) Déterminer les limites de (u,), (v,) et (w;,)
0 0 o0

1)Ona:D" = 01 30n
00 (3)
-2 0 1 -2 0 1 -3 0 0
2)a)Rg(P)=Rg<1 1 —2>=Rg(0 1 —1)=Rg<0 1 —2>=3
1 0 1 1 0 1 1 0 1

Donc dimKer(P)=0 et P inversible.

b) PQ=3I;doncP estinversible et P~1 = %Q

-2 0 1 1 0 0
¢) Ona:P=| 1 1 —2)etl= 010

1 0 1 0 0 1
-2 0 1 10 0
L2=L2-L3d’01‘l:(0 1 —3>et(0 1 —1)
1 0 1 0 0 1
-2 0 1 1 0 O
Lz=2Ls+Lidou:{ 0 1 -3 et(O 1 -1
0o o0 3 1 0 2
-6 0 0 2 0 -2
Li=L;+Lz et L,=3L;-Lzd’ot:|{ O 1 0)et|1 1 1
0O 0 3 1 0 2
2 0 -2
Il reste a diviser L par -6 et Ly par 3d’ou P~ = } 1 %
- 0 =
3 3

3) OnaM?° = I; vérifié aurang 0, si M® = PD"P~1, alors M**' = M"M = PD"P~'PDP!
Et: Mn+1 — PDn+1P—1

311—1 0 2.31[—1
00 O 2 0 -2 an Can
_2 0 1 n-1 n-1
4) Donc:Mm=(1 1 —2|(0 1 On } 1 % = 1_2-3n _3n_1
o0 (3)/\5 0 3 4 4
1 0 1 4 3 3 311—1 0 2.311—1
an 4n

5 Ona:X,,; = MX,
6) a) Parrécurrence: X, = M"X,
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3n—1 2.311—1

4n 0 4n 0
b 2.311—1 311—1
) Donc:X, =|1- — 1 —= {0
311—1 2.311—1 1
4n 0 4n
. 1 31[—1 31!.—1 1 311—1
Smtun = 5411—_1, Vn = -metwn = 54-"_1

c) Les 3 limites sont égales a 0.

Probléme n°11
Dans ce probléme, [ désigne l'intervalle ]-c0, 0[ ou ]0, 400

On considere I'équation différentielle (1) : xy”+2y’-xy = 4xe* ou y désigne une fonction réelle de
la variable x, définie sur I.

1) Pour x€ I, on pose z(x)=xy(x)
Montrer que x—y(x) est solution de (1) si et seulement si x—z(x) est solution d’'une
équation différentielle (2) que I'on précisera.

2) On cherche ici une solution particuliere de I'équation différentielle (2). On se propose de
la déterminer sous la forme x—P(x)e* ou P désigne un polynéme de R[X]
a) Montrer que si P existe, alors deg(P)=2
b) En déduire la solution particuliere sous la forme souhaitée.

3) Résoudre sur I, I'équation différentielle (2)

4) En déduire la résolution sur I de I'équation différentielle (1)

5) On souhaite déterminer ici les solutions x—y(x) de I'équation (1) mais définies sur R
a) Chercher les solutions qui vérifient 'équation en x=0, continues et deux fois

dérivables en 0.

b) Indiquer si elle existe la solution de (1) définie sur R vérifiant y(0)=0

1) Siz=xy alors z'=y+xy’ et z"=2y’+xy”
Donc z"-z = 4xe*
La réciproque est immédiate

2) A)Siz=P(x) e* alors z’=(P"(x)+2P'(x)+P(x)) e* et z"-z = 4xe* < P"+2P'=4X
D’ou deg(P)=1 et deg(P)=2
B) On cherche P sous la forme P(x) = ax?>+bx+c avec (a,b,c)€ R3
Et P"+2P'=4X & (4a-4)X+(2a+b)=0
D’oll a=i et b=_71 aucune contrainte sur ¢, qu’on peut par exemple prendre égale a 0.
Finalement z(x)=( %xz - %) e*
3) On construit 'EHA : z”-z = 0 son équation caractéristique est r*-1=0
Comme r=1ou-1
On en déduit que z=Ae* + Be * avec (A,B) € R?

Et la solution générale est z(x) = (%xZ - %) e* + Ae* + Be * avec (A,B) € R?
4) D’ousur ]-o,0[ ou sur ]0,+o[, onay(x) = (%x - i) e* + 2B avec (AB) € R?
5) A)Peut-on prolonger une solutionen 0 ?

Soit (%x - %) e* + 2 %8 vec (A,B) € R? et effectuons un DL en 0 4 'ordre 1 :
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A+B-2
22x+d©

Ainsiy aune limiteen 0ssiA + B — % =0 ety(0)=2A-1

De plus y’(0)=0
En réinjectant dans I'équation différentielle : y”(0)=2A-1

1
A+B—3

Onay(x)=%xex+ +A—B—%+

X

Donc on peut prolonger la solutionen0si A + B — %

B) De y(0)=0, on obtient A = % ety(x) = %xe"

Probléme n°12

V14+x%i—cos?(x)

On considere la fonction f définie sur R* par : Vx € R*, f(x) = =
1) Déterminer le développement limité de fen 0 a 'ordre 2
2) En déduire que f est prolongeable par continuité en 0, on notera encore f ce
prolongement
3) Lafonction fainsi prolongée est dérivable en 0 ? Si oui, préciser f’(0).
4) Déterminer I'équation de la tangente a la courbe représentative de f, et la position de la
tangente en 0 par rapport a la courbe.
1) Ona+1+x*= 1+%x2 - %x“ + o(x*) et cos?x = 1-x2+%x4 +o(x%)
D'oi: f(x) => - 7% + o(x?)
2) Comme f admet un DL2(0) alors lin(} f(x) =%, on peut ainsi prolonger f par continuité en
X—
posant f(0) = ;
3) Comme f admet un DL(0) alors f est dérivable en 0, et f’(0)=0
4) Latangente au point d’abscisse 0 a pour équation : y=% et f(x)- % ~- %xz donc la courbe
est localement sous la tangente.
Probléme 13

On définit la suite (un) par: up=1etvn € N, un41 =

D
2)
3)

4)
5)

1)
2)

3)

14Uy

Calculer u; et uz

Justifier que la suite est bien définie. La suite est-elle bornée ?

Démontrer que les suites extraites uz, et uz,+1 sont monotones, et préciser leur sens de
variation.

Démontrer que les suites uz, et uzn+1 convergent et préciser leur limite.

Que peut-on en conclure quant a la suite (u,) ? Déterminer la limite de (un)

1 2

nau; =-etu; =
Ona 1 2 et 2 3
Par récurrence, on montre facilement que : Vvn € N,u,, > 0

. 1 . s
Orsiu, > 0,alorsu,, # —1etu,,1 = T est bien définie.
n

On identifie la fonction f(x) = .— comme itératrice.
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4)

5)

Cette fonction est décroissante, donc (u,,) et (u;, 1) sont monotones et de monotonies
contraires.

_1 7 x 7 x 7
Comme u, — uy = — < 0, on en déduite que (u,,,) est décroissante et par conséquent,
2 0 3 2n

(uz,4+1) est croissante.

On montrerait facilement par récurrence que: vn € N,u, <1
Ainsi (u,,,1) est croissante et majorée donc elle converge

Et (u,,,) est décroissante et minorée donc elle converge.

. . Ve Zono A . 1
Déterminons l'itératrice de (u,,,) et de (u;,.1), il s’agit de la fonction fof(x) = —— =
+_
1+x

x+1
x+2
. . x+1 . x+1 ie 2
Or, les points fixes de e correspondent aux solutions de : —5 = X soitx +x-1=0
. . . —-1+v5
On obtient deux solutions potentielles : x= 5 1 Orvn e N, u,, > 0 on ne conserve que
. . . -1+/5
la solution positive, soit x=
. A .. -1+V5
Finalement (u,,) et (u;,,1) convergent vers la méme limite : >
A .. -1+/5 P
Comme (u,,) et (#2,41) convergent vers la méme limite : S »onen déduit que :
lim u, = 25
notoo 2

Probléme n°14

Soitf: R — R définie par f(x) = ;x\/‘%
Soitg: R** - R définie par: g(x) = xfxzx t_12_ \/‘Liﬁ)dt

D
2)

3)
4)

5)
6)
7)
8)

9)

D

Montrer que f est définie, continue et dérivable sur R
3(1—x*)

Va+xt1+4xt (Vat+xt+/1+x%)

Montrer que f est impaire

Montrer que f’(x) =

1 2 dt 1
Montrerque:— < || — < —=
ues =< m <R

Donner le DL de fen 1 al'ordre 0 et en déduire une équation de la tangente au point
d’abscisse 0.
Pour x>0, donner un encadrement de f(x), en déduire que liE_n fx)=0

X—+00

s . . . 1
—
(On pourra utiliser une fonction qul majore t 7 t4)

En déduire le tableau de variations de f.

*+ < l _ 1 < 1
Montrer que pour tout t€ R*", 0< P i
31

En déduire que pour tout x>0, 0<g(x) < "

La fonction t—

est continue sur R, donc admet des primitives sur R

4+t4
. 1 . 1 .
Soit F(x) = f; — dt la primitive de —; quis annule en 0.

1

Va+xt

Ona:Vx € R, f(x) =F(2x)-F(x), comme F est continue et dérivable, et que F'(x) =

on en déduit que F est €1
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2)

3)
4)

5)

6)

7)

8)

9)

Et x—>F(2x) - F(x) est C! et par conséquent f aussi !
On dérive : f’'(x) = 2F' (2x)-F' (x)
. 2 1 1 1 Va+xt—1+4x*
Soitf’(x) = - = - =
oit£'(x) Vat16xt Jarxt  J1+4xt Jarxt J1+4xt[a4xt
(4t Lrax®) _ a+xt— JT+axh)a+xt+ [1+4x?)

V1+4xt/a+xt Vi+axt/a+xt (Ja+xt+ J1+4x%)

On poursuit: f’(x) =

3(1-xh
Vi+axty/a+x(a+xt+ [1+4x%)
1 1 1 1

1
Va+tt
donc—= <

1

Sur [1,2] : < < 2 < )
[1.2] Va+2t T Jarer T Ja+14 2V5 T[4+t \/—

croissance de I'intégrale, on obtient le résultat.

Comme t— est paire, alors F est impaire et donc f est impaire.

on passe a l'intégrale, et par

Comme f’(0) = %, alors f(x) = 0+% x+o(x)et y=% x est]’équation de la tangente a la
courbe en 0.
Ona:0<— t2' par croissance de lI'intégrale: 0 < f (x) <5

\/_
Par encadrement, on en déduit facilement que llgrn f(x) =

X—+00
En exploitant le caractére impaire de f, f est décroissante sur ]- 00,-1], croissante sur [-
1,1] et décroissante sur [1,+ oo]
11 A (At ) (4t 4
 Jart Jaret Vet (Jarde?) B et (Jartee?)

1
Donc, - —

Ona

4+t4 -
4 2
De plus =—
tZ\/4+t4 (\/4+t4+t2) tZ\/t“ Wtt+e2)

Par croissance de l'intégrale, on intégre entre x et 2x : 0<g(x) < x f

2
xidt

D’oui le résultat attendu !

Probléme n°15

Les deux questions sont indépendantes :

D

2)

D

Dans cette question, n désigne un entier naturel non nul.

a) Factoriser le polyndme P = X?"*2 — 1 en produit de facteurs irréductibles dans C[X]

b) Factoriser le polyndme P = X?"*2 — 1 en produit de facteurs irréductibles dans R[X]

c) Simplifier (X?-1)Y%_, X ¥

d) En déduire la factorisation de Q=Y%_, X2* en produit de facteurs irréductibles dans
R[X]

Soit (a,b)€ R? soit P=2X* + 5X3 +5X%2 +aX + b

a) Déterminer a et b pour que P(-1)=P’(-1)=0

b) Déterminer I'ordre de multiplicité de -1 pour P

c) Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X+1)?

d) Justifier que le reste de la division euclidienne de P par (X + 1)3 est 2(X+1)2.
Que vaut le quotient ? On pourra utiliser la formule de Taylor.

2ikm
a) On résout P(X)=0 ce qui donne X = ezn+z etk € [-n,n + 1]
2ikm ikm

D’ou P(X) =[I-_,(X — ezn+2) = [[}__, (X — en+1)
b) Onisole les facteurs correspondant a 0 et n+1, on raasemble par paires :
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Dot : PO =(X+1)(X-1) [Tl ( (X — ent)(X — enst) =
X+1)(X-1) [TP_ (X2 — 2cos (ﬁ) X+1)

c) Ona(X%-1)Yp_;X?k=ynr_ x?k+t2_yn_ X2k = x2n+2_1 (apres telescopage)

d) Donc Q(X)=;:Z()_()1 =1k (X% — 2cos (E) X+1)

2) a)P(-1)=2-a+betP’(-1)=-5+15-10+a

d'oua=3 etb=1

b) Comme P”(-1)=4+0, on en déduit que -1 est de multiplicité 2

c) Lereste est donc 0 puisque P est alors divisible par (X+1)?

d) 1lere méthode : On écrit I'égalité de la division euclidienne, on dérive deux fois, on
évalue en -1 ce qui va donner le reste.
2eme méthode ; on utilise la formule de Taylor en -1

X+1)¥
PE) =t - PU(-1)
OnaP(-1)=P'(-1)=0etP"(-1)=4,P"’(-1) =-18 et P"’(-1)=48
) _ax+D? o(x+1)3 X+1)* _
Dot P(X) =4 —18——+48"~_—=2(X + 1)%2-3(X + 1)34+2(X + 1)*
Et: P(X) = (X + 1)3(-3+2(X+1))+2(X+1)?
Le quotient est : 2X-1 et le reste 2(X+1)?
Probléeme 16 (INP 2023)

On consideére 'équation différentielle (E) : y'+arctan(x)y = xe ~*7¢tan(*) o11 y désigne une
fonction de classe C! sur R

D
2)
3)
4)
5)

D

2)

Justifier I'existence de la primitive de arctan sur R s’annulant en 0.

ATlaide d’'une IPP, déterminer cette primitive .

Résoudre (E) sur R

Trouver la solution y de (E) vérifiant y(0)=1

On cherche a présent a étudier localement en 0 et en +oo la fonction f définie sur R par :

f(x) = (1+ Xz)e—xarctan(x)

a) Déterminer le DL al'ordre 3 de la fonction arctan en 0

b) En déduire un DL a I'ordre 4 en 0 de la fonction f

c) Déterminer I'équation de la tangente Ty a la courbe en 0. Préciser la position de la
tangente par rapport a la courbe.

d) Montrer que: Vx € R*t, arctan(x)+arctan(§) =§

e) Alaide d'un développement asymptotique a 'ordre 0 en 4+o0, donner un équivalent

de f(x) lorsque x tend vers 4+co (on pourra poser x= % avec h—- 0%)

La fonction x— arctan (x) est continue sur R donc elle admet des primitives sur R
Etx— f; arctan(t) dt estla primitive de arctan qui s’annule en 0

Soit G(x) = f; arctan(t) dt = f: 1 X arctan(t) dt
On pose u=arctan(t) et v=t les deux fonctions sont C* sur R, par IPP, on obtient
G(x) = xarctanx- % In(1+ x?)
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3)

4)
5)

On résout tout 'EHA : y = Ae~J arctan — p /1 4 x2e~Xarctan(n) g ¢ R
On cherche ensuite une SP en utilisant la méthode de variation de la constante.

Soity= A(x),ll + x2e—xarctan(x)
Ona:y = (XG0 Y1+ 2 +A®)

1 —xarctan(x)
e
1 +x2)

,\_Al(x) _1 2x _ 2
Dou.—2+A(x)— 2><—1+x2etA— 1+x°-2

Finalement y(x) = (1+x?)e *4ctan(®  (A-2)y/1 + x?e~¥o7ctan(®) g € R

\/le—z) e—xarctan(x) + A(x)m(-arctan(x)'
+x

2

La condition y(0)=1 impose A=2 d’ol1 y(x) = (1+x?)e*arctan(x)

1 -
a) Comme e 1 — x? + o(x?), alors en primitivant :

arctan(x) = arctan(0)+ x- §x3 +o(x3) = x- §x3 +o(x?)

b) on a f(x) = (1+x2)e **~ 3 +o(r*)) _ (1+x2)e_"2+ 3 o(x)

on pose u=—x? + %x“ + o(x*), on abien u—0 etu® = x* + o(x*)

Dol f(x) = (1+x*)(1—x% + §x4+%x4 +o(x*) =1- Elx‘* +o(x*)

c¢) L'équation de la tangente en x=0 est donc y=1

De plus : f(x)-1~- Elx‘* <0 donc localement, la courbe de f est en-dessous de sa tangente.

d) on pose ¢ (x) = arctan(x) + arctan(%) , @ est dérivable sur R** et ¢’(x) = +

1 -1 . .1 .
e X—= 0 donc ¢ est constante sur R**, en particulier Vx € R**, @(x) = ¢(1) = g

1+x?2

Conclusion : Vx € R**, arctan(x) + arctan(%) ==

2
e) On pose h=§ ,on abien h—0

. »
On obtient : f(x) = eﬁ+1(1 + %)e?hzﬂ(hz)

Etf(x) ~x’e 7"

Probléme n°17

D
2)

3)
4)
5)

D
2)

3)

Enoncer précisément le théoréme du rang.

On considere un K-espace vectoriel E de dimension quelconque.
a) Démontrer que Ker(f)cKer(f?)

b) Démontrer que Im(f*)cIm(f)

Démontrer que Ker(f)nIm(f)={0;}=Ker(f)=Ker(f*)
Démontrer que E=Ker(f)+Im(f)<Im(f*)=Im(f)

On suppose a présent que E est de dimension finie,

montrer que E=Ker(f)@®Im(f) ©Ker(f)=Ker(f?)

Soit f : E-F application linéaire entre les deux espaces vectoriels E et F, E est de
dimension finie et F pas nécessairement, alors dim(E) = dim(Im(f))+dim(Ker(f))
a) Soit xeKer(f) alors f(x) =0 et f(f(x)) = f(0)=0 car flinéaire donc xeKer(f?)

et ainsi Ker(f)c Ker(f?)

b) Soit yeIm(f?), alors 3x € E tel que y=f*(x) = f(f(x)) €Im(f)

=0n suppose que Ker(f)nIm(f)={0}
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4)

5)

On a toujours : Ker(f)c Ker(f?), il reste a8 démontrer que Ker(f*)c Ker(f)
Soit xeKer(f?), on f*(x) =0 donc f(x) €Ker(f) or f(x) € Im(f)

Ainsi f(x) € Ker(f)nIm(f)={0}, d’ou f(x)=0 et xeKer(f),

Finalement Ker(f*)c Ker(f) et Ker(f*)= Ker(f)

& On suppose que Ker(f*)= Ker(f)

Soit ye Ker(f)nIm(f), Ix€E tel que y=£(x) et f(y)=0 donc f*(x)=0, donc x€Ker(f?)
Or ker(f®)=ker(f), donc xeKer(f), et y=f(x)=0

=0n suppose que E=Kerf+Imf

On a toujours Im(f*)cIm(f), il reste a montrer que : Im(f)cIm(f?),

Soit ye Im(f), 3x€E tel que y=f(x) or 3(x4, x3) € Ker(f) X Im(f) tels que x=x1 + x,
Alors y=f(x)=f(x;) € Im(f*)

& On suppose que Im(f%)=Im(f)

Soit x€E, on a f(x) €Im(f) donc f(x) EIm(f?), ainsi Jy€E tel que f(x)=f(y)

Et f(x-f(y))=0 donc x-f(y) € Ker(f)

Or x=x-f(y) + f(y) avec x-f(y) € Ker(f) et f(y) € Im(f)

=0n suppose que E=Kerf®Imf
Alors, E=Kerf+Imf, d’aprés 4) Im(f?)=Im(f), en appliquant le théoréme de rang,
Ker(f*)= Ker(f)

< On suppose que Ker(f?)= Ker(f)

En appliquant le théoréme du rang, Im(f?*)=Im(f), d’aprés 4), E=Kerf+Imf
De plus, comme Ker(f?)= Ker(f), d’aprés 3) Ker(f)nIm(f)={0},

Et: E=Kerf®Imf

Probléme n°18 (INP 2023)

Soit n€ N, soit E, 'ensemble des applications f de R dans R telles qu’il existe un polynéme P€
R, [X] tel que : Vx € R, f(x) = P(x)e*

Pour tout i€ [0,n], on note b; la fonction définie sur R par bi(x) = x‘e*

D
2)
3)
4)
5)
6)
7)

Montrer que E, est un espace vectoriel

Montrer que B,=(by,...,.bn) est une base de E,

Quelle estla dimension de E, ?

Montrer que : d : f>f’ est un endomorphisme de E,

Donner la matrice A de 0 relativement a B,

Est-ce que d est un isomorphisme ?

Pour n entier naturel non nul, on note I, la matrice identité et ], la matrice d’ordre n
définie par:

o1 0 ...0

: N |
0 ... ... 0 0

Déterminer une base C, de E, dans laquelle la matrice de 9 est B=I,4+14+]n+1
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8) On suppose dorénavant que n=2, I'espace E; est muni de la base C2=(co,c1,c2) ou
Kb
a(x)=7 e*
a) Pour tout entier naturel k, calculer B*

b) Exprimer b; dans la base C;
¢) En déduire la dérivée k-ieme de la fonction b,

1) Comme 0 = 0e*, on en déduit que 0€ E,,
Si (fg) € E,2 alors : 3(P, Q) € R, [X]%tels que: f(x)=P(x) e* et g(x) = Q(x) e*
Donc f(x)+g(x) = (P(x)+Q(x)) e* et f+g€ E,
Soitf€ E,, eta € R, alors3P € R,[X], tel que: f(x)=P(x) e* et af(x)= (aP(x)) e*
Doncaf€ E,

2) Soitf € E,, 3P € R,[X], tel que: f(x)=P(x) e*, donc f(x) = (ay + - + a,x™)e*
Etf(x) = age* + --- + a,x"e* ainsi (by, ..., b,,) est une famille génératrice de E,,

Montrons a présent que (by, ..., b,,) estlibre.

Soit (ay, ..., a,) € R™ 1 tels que agbg + ... + a,b, =0

Alors ag + ... + a,x" =0 or (1,X,...X™) estlibredonc g = :-- = a,,=0
Etla famille est libre

(by, ..., b,) estune base de E,,

3) Onadim(E,) = cardB =n+1
4) L’opérateur de dérivation est linéaire
Soit f € E,, 3P € R,[X], tel que: f{(x)=P(x) e*, donc f(x) = (ay + ‘- + a,x™)e*
Eta(f) = a((ap + - + ayx™)eX) = apd(e*) + - + a,0(x"e*)
Or Vk € [0,n], d(xke*) =x*ke* +kx*~1e* = (x* +kx*1)e* € E,
Doncd(f) € E,
L’opérateur 9 est un endomorphisme de E,
5) Onad(x*e*) =x*e* +kx*~1e* doncd (b)) =by +kby_,
La matrice A est constituée d’'une diagonale de 1 et d’'une sur diagonale dont les
coefficients vontde 1an
6) Comme det(A) = 1+0, on en déduite que 9 est un isomorphisme de E,
7) Clairement d(cy) =cj +cj_1 etla matrice est In1 + Jnt1

1 k k-1
8) A) Parrécurrence, BX = (0 1 k >
00 1
B) b2=2c;

1 kK k—1\ /0 k—1
C)Onaak(bz)=26k(cz)or6k(cz)=<0 1 k )(0)=( k >

00 1/\1 1
2k — 2
Etak(b2)=< 2k )

2
Ainsi 8% (b,) =(2k-2)co + 2kcs + 2¢2 = (x2+2kx+2k-2) e*

Probléme n°19
Soit E = R3 et soit f: E-E, (xy,2) = (-y+2,-X+7,-x-y+22)

1) Justifier que f est un endomorphisme de E.
2) Donner une base et la dimension de Ker(f)
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3) Donner une base et la dimension de Im(f), peut-on dire que f est un automorphisme de
E?

4) Démontrer que : E = Ker(f) ®Im(f)

5) Soit B=(us1;uz; uz) une base adaptée a la décomposition en somme directe u;€Ker(f).
Déterminer la matrice de f dans B

6) Démontrer que f est un projecteur

7) Démontrer que f admet au moins une racine carrée, c’est-a-dire un endomorphisme g tel

que g*=f (avec g?=gog)

1) Comme f est une combinaison linéaire des variables, il est clair que f est linéaire !
2) Ona (xy,z)eKer(f) ssi (-y+z,-x+z,-x-y+2z) = (0,0,0).

On résout le systéme et on obtient : ker(f) = vect(1,1,1)

Ainsi dim(Ker(f))=1
3) L’application du théoréme du rang assure que dimIm(f)=2

u u -y+z
Ona <v> € Im(f) ssiA(x,y,z) € R3 tels que (v) = < —-x+z >=
w w —-x—y+2z

Lol ol eomo e ()} (1D HEH)

0 -1

D’ou : Im(f) = vect ((—1), ( 0 )) les deux vecteurs étant bien linéairement
-1 -1

indépendants, on retrouve que dimIm(f)=2

Comme rg(f)+3, alors f n’est pas un automorphisme.
4) OnadimIm(f)+dim(Ker(f)) = 3=dimR3

u u 1
De plus, si (v) € Im(f) nKer(f) alors 3(a, B,¥) € R3 tels que (v) = a(l)
w w 1

u 0 -1
Et <v> =B <—1) +y < 0 ), la résolution donne a = B = y=0 et Im(f) NKer(f) = {0}
w -1 -1

5) Ona:f(u)=(0,0,0) et f(uz) = (0,-1,-1) = uz et f(uz)=(-1,0,-1)=uz

0 0 O
DouM=|0 1 0)

0 0 1
6) Un simple calcul donne M2=M

o 0 o
7) 1l suffit de considérer : <0 1 0 >
0 0 #+1

Probléme n°20

1) Montrer que '’équation sh(x)=1 admet une unique solution a sur R*

2) Pour tout entier naturel n, on pose : I,, = foa sh™(t)dt

a) Déterminer le sens de variation de la suite I,

b) Sans déterminer sa limite, démontrer que I,, est convergente.

¢) AVlaide d’'une IPP, montrer que pour tout entier naturel n :
n+ 21,4, =ch(a) — (n+ DI,

d) En déduire la limite de I,
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1y

2)

La fonction £ : x—sh(x) est croissante, de plus sh(0)=0 et )l{l_)lg sh(x) = 4o, comme f est
continue, on en déduit par le théoréme de bijection, que f réalise une bijection de R* sur
]R+

Ainsi, 'équation sh(x)=1 ne posséde qu'une seule solution, notée a

A) On évalue le signede I,,,1 - I, = foa sh™(t)(sh(t) — 1)dt

Or, sur [0, a], (sh(t) — 1) <0, donc sh™(t)(sh(t) — 1) <0 et par croissance de
I'intégrale, foa sh™(t)(sh(t) — 1)dt <0,donc I, - I,, <O

On en conclut que (I,,) est décroissante.

B) Comme I,, >0 (car sur [0, a], sh(t) =>0), alors la suite (I,,) est décroissante et
minorée, par le théoréme de convergence monotone, elle converge.

C)Ona: Iy, = [, sh™*2(0)dt = [ sh™()(sh*(t))dt = [, sh™(t)(ch?(¢) — 1)dt
Donc I, =[; sh*(®)ch?(D)dt - [ sh™(©)dt = [ ch(t)(sh™()ch(®)dt- I,
Calculons foa ch(t)(sh™(t)ch(t))dt par IPP

On pose u=ch(t) et vV=(sh™(t)ch(t), on obtient alors le résultat.

n+2 ch(a)
D)Ona_— 1l = —7— In

SoitLla hmlte de I,,, en passant a la limite : L. = -L donc L=0.

Probléme n°21

On considére la fonction f: R** - R, x - x + In (x)

D
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

D

2)
3)
4)

5)
6)

Montrer que f réalise une bijection de R** dans R.

Dresser le tableau de variations de sa bijection réciproque f !

Montrer que : Vn € N, I'équation f(x)=n admet une unique solution dans R**. On notera
X, cette unique solution.

Montrer que : (x,),en €5t monotone, et déterminer sa limite

Justifier que: Vn € N, 1 + —= InGm) _ 1

n Xn
En déduire que : x,~npourn - +oo

Montrer que : lim 2#1 =1

n-+o Xp

Déterminer: lim (x,41 — x,)
n—-+oo

Comme f est la somme de deux fonctions strictement croissantes, on en déduit que f est
strictement croissante R** dans R, de plus f est continue en tant que somme de deux
fonctions continues, par le théoréme de bijection f réalise une bijection strictement
croissante de R** dans R.

On en déduit que f~! existe et réalise une bijection strictement croissante de R sur R**
En appliquant le théoreme de bijection : Vn € N,3! x,, €]0, +oo[, f(x,,) = n

Onax,,i_ X, =f 1(n+1) - f~1(n) or n+1>n donc x,,,.1_ x,,>0 et (x,,) croissante.

Si lim x, =L, alors llm xp, +In(x,) = L+In(L) or x,, + In(x,)) =n - oo

n—-+oo

Donc lim x,, = o

n-+oo

De x,, + In(x,,) = n on tire en divisant par x,, le résultat.
In(x;,) n . In(x,) n
De 1+——==—etcomme lim =0 (car llm X, =o),ona lim —==1

Xn Xn n-+oo Xp n—+o0 Xpn
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Donc x,~n
7) Le quotient: ™1 = x —d'ott lim =1

Xn n Xn n-+oco Xpn

8) Dex, +In(x,) =n etx,;; +In(x,,1) =n+1 ontirex, ;4 - x, + ln(x"“) =1

Xn+1

Et par passage a la limite, sachant que lim Znil

n-+o Xp

=1,ona: lim (x,;1-%x,)=0
n-+oo

Probléme n°22

On considere I=]0,1[ et J=]1,+00[

Pour x€lU]J, on pose f(x) = Y )et p(x)= fx - (t)
1) Justifier que f est bien définie sur [U]

2) Justifier que f admet des primitives sur U], on appellera F cette primitive
3) Justifier que ¢ est bien définie sur I et sur ], préciser son signe sur I et sur J.

4) Justifier que ¢ est dérivable sur IU] et que VX € IU ], ¢'(x) = li;;)
5) Déterminer les variations de ¢ sur I et sur]
6) Soitx € U], onpose Y (x) = f ——dt (on admet que cette intégrale est bien définie)

tint
Montrer quex € [ U ] ll)(x) =In(2)

7) Montrer que : Vx E] ) < Yx)<— (p(x)

On admettra que : Vx EI, <pT) <Y )S %

8) En déduire un encadrement de ¢ sur ] puis sur |

9) Démontrer que ¢ est prolongeable par continuité en 1. On appellera encore ¢ ce
prolongement.

10) Démontrer que ¢(X) =, In(2) + (x — 1) + ——+ o((x — 1)?)

11) En déduire que ¢ est dérivable en 1, donner une equation de sa tangente en ce point, et
préciser la position de la tangente par rapport a la courbe représentative de ¢

(x— 1)

1) Lafonction In ne s’annule pas sur U] donc f est définie sur U]

2) On af continue sur IU] car f est quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne
s’annule pas sur U]

3) Comme f est continue sur U], alors f admet des primitives sur I et sur ]

4) On afcontinue, donc F dérivable (et méme CY) or ¢(x) = F(x?) - F(x) par la relation de

Chasles, et ¢'(x) = 2xF'(x) - F'(x) = 2x (x2) e
5) Sur I comme sur ], ¢'(x)=0 et ¢ croissante sur I et ¢ croissante sur J
6) Directement, ¥(x) = In(In(x?)) - In(In(x)) = In(2)
7) Sur [x,x*] avec x>1

P ® S e < An () et par croissance de I'intégrale, on obtient

directement le résultat.
8) Ainsi, sur]: (In(2))x< ¢(x) <(In(2))x? et surI: (In(2))x* < @(x) <(In(2))x
9) De linll(ln(Z))x = linll(ln(Z))x 2 =In(2), on en tire que lin} o(x) =1In(2)
xX— X— P
On peut donc prolonger ¢ par continuité en posant ¢(0) = In(2)

10)Ona ¢'(x) =——, en posant x=1+h, ona lm}h 0

In (x )
On obtient: ¢'(1+h) = 1+E +o(h)
On primitive : ¢(1+h) = (1) + h+hI2 + o(h?)
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Et () = In(2) + (1) + =2 + o((x-1)?)

11)Le DL al'ordre 2 en 1 de ¢ permet de justifier I'existence d’'un DL a l'ordre 1 donc ¢ est
dérivableenleto’'(1) =1
L’équation de la tangente est y=In2 + x-1
Eto(x) — (In(2) + (x — 1)~ x-1)

- >0 donc la courbe est localement au-dessus de la
tangente.
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