Calcul différentiel (1)

L Topologie
1) Définition « norme »

On appelle norme sur un K-espace vectoriel E, une application N :E—» R*
vérifiant :

Pour toutx de E, N(x) = 0=x=0

Pour tout 4 de K, et x de E, N(Ax) = |A|N(x)

Pour tout (x,y)€E?, N(x+y)<N(x)+N(y)

Exemple : Montrer que N : R - R, u(x,y) »N(u) = max(|x/|, |y|) définit une
norme sur R?

Remarque : Si E est un espace vectoriel muni d’'une norme, alors on qualifie E
d’espace vectoriel normé (en abrégé : E.V.N.)

2) Applications de la notion de norme :
a) On peut définir une distance associée d :
Ainsi d :E*> R*Y, (xy) =»d(xy)=N(x-y)

b) On peut définir une boule fermée : Bi(a,r) = {x€ E,N(a — x) < r}
On peut définir une boule ouverte : B(a,r) = {x€ E,N(a — x) < r}
On peut définir une sphére: S(a,r)={x€ E,N(a — x) =}
3) Distance d'un point a une partie
On appelle distance d'un point x de E a une partie A, non vide, de E le réel

D(x,A) = inf{N(x-y), y€A) (Au fait...Pourquoi cette définition est Iégitime ?)

4) Normes équivalentes

. - . . Ny N
On dit que deux normes N; et N2 sont équivalentes si les fonctions : N—l et N—2 sont
2 1

majorées sur E\{0}

5) Quelques normes sur K™
Pour x=(x1,...Xn) € K™

On définit : Ni(x) = EiLyla, Na() = B 121 et Noo (%) = supieqa,ny il

Exercice : Vérifier que I'on définit bien ainsi des normes !
Quelques exemples de boules unité :

-1l

I~ ll2 I+ lloo
1 1 1
1 1 1
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IL.

6)

7)

8)

9)

Voisinage
On appelle voisinage d’'un point a de E toute partie X de E contenant une boule
ouverte de centre a. Ainsi: XeV(a)< 3r > 0,B(a,r) c X

Ouverts/fermés

On appelle ouvert de E toute partie X de E qui est voisinage de chacun de ses
points :

Xouvertde E® vx € X,3r, > 0,B(x,1,) C X

On appelle fermé de E toute partie X de E tel que E\X est un ouvert de E.

Exemples :
[0,1] est une partie fermée, R est un ouvert, une boule ouverte est un ouvert !
E et @ sont des ouverts.

Théoreme sur les ouverts
Si D1 et D, désignent deux ouverts d'un E.V.N. E alors D1ND; et D;UD; sont des
ouverts de E. (résultats identiques si D1 et D, sont des parties fermées)

Théoréme (admis)
Soit E un espace vectoriel sur R ou C de dimension finie. Alors toutes les normes
sur E sont équivalentes. C’est donc en particulier le cas sur R? ou R3.

Limite

D

Les définitions seront données ici a I'aide de la norme infinie, mais s’adaptent
avec n’importe quelle norme sur R? ou R3.

Limite

Soit xo un point de R? ou de R3, et E un voisinage de ce point.

On dit qu’'une fonction f définie au voisinage de xo admet pour limite le nombre

réel L lorsque x tend vers X si pour tout € > 0 on peut associer un nombre 1 > 0

tel que lesrelationsx € E et [|x — xglloo <1 = |[f(x)—L| <e.

Ainsi:ve > 0,317 > 0, ||x — x¢llo < 17 = [f(X)—L| <& On note : xhr)rcl flx)=1L
—Xo

On dit que f admet +oo pour limite en xo si et seulement si :
VAER, 3N >0, [lx = xollo <= |[f(X)| 2 A

Remarques :
La notion de limite ici ne dépend pas des normes utilisées.
La limite, si elle existe, est unique.

Démonstration :

Sifadmet L et L’ comme limites alors L=L’

(En eftet, pour tout € > 0, [L-L’] = [L-f(x)+{(x)—L"] </f(x)-L/+/f(x)-L|< & en
faisant tendre s vers 0...)

Remarque : Nous pouvons généraliser ces définitions aux fonctions de R? dans
R? al'aide de normes sur RP et RY
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2) Proposition
Une fonction f: E c R? > Roude E c R3> R définie au voisinage de xo admet
une limite L lorsque x tend vers xo si et seulement si pour toute suite (x,)n€eN
d’éléments de {x € E, X # Xo} qui converge vers Xo, la suite (f(xn))n€ N converge
vers L

3) Opérations sur les limites
Soient f et g deux fonctions de f: E c R> > Roude E c R3> R définie au
voisinage de Xo admettant respectivement pour limites L; et L lorsque x tend
Vers Xo
Pour tout couple de nombres réels a et 3, la limite de la fonction af + 3g lorsque
X — Xo existe et est égale a aLi + BLz.
La limite de la fonction fg quand x — x¢ existe et elle est égale a L1 L.
La limite de de f/g si L, #0 lorsque x — x existe et est égale a L1/La.

4) Permutation de limites

Soit f: R?> R une fonction telle que  lim _f(x,y) = L.
(xy)~(a,b)

Supposons de plus que pour toutx € R lirrll) f(x,y) existe
y—)

ety € R lim f(x, y) existe. Alors: lim lim f(x,y) = lim lim f(x,y) =L
x-a y-b x—a

x—ay-b

Démonstration : Revenir a la définition de lirrg fl,y), limf(x,y) et
V- x—a

utiliser...I'unicité de la limite.

1L Fonctions continues
1) Définition
U désigne un ouvert de R? ou de R3 (mais la définition se généralise sans
peine a R™)
Soit p€U, on dit que f est continue en p si :

ve>0,an>0,vzeUlz-pllsn=If(2) - f(p)<e¢
On dit que f est continue sur Usi elle est continue en tout point de U.
Exemple : Montrer que la fonction f: R? - R, (x,y) »x-Zy est continue.

Soite > 0,oncherchen > 0,Vze U, |lz—p|ll <n=|f2)—f(p)| <¢
Siz(x)y’) etp(xy) alors |[f(2) — f(p)| = Ix' —2y" —x +2y| < |x —x'| +
2ly =yl s 2lx = x|+ 2]y —y'| S2(lx —x'| + [y = ¥'D
Orllz—pllsnelx—x|<netly-y'l<n

En prenantn =§, onal2(lx —x'| + |y —y'|) < g cest-a-dire: |f(z) —

f)l=<e

2) Remarque
Pour que f soit continue en 3, il faut et il suffit que f admette f(a) comme
limite en a...
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3) Caractérisation séquentielle de la continuité en un point.
Soit X une partie de R? ou de R3
Soitf: X— R
Alors f est continue en a si et seulement si pour toute suite (X,) d’éléments de
X convergeant vers a, alors nl_i}rPOO f(x) = f(a)

Démonstration : voir I1.2)

4) Opérations algébriques
Soit X une partie de R? ou de R3. Soientfetg: X— R
Si f est continue sur X alors |f| est continue sur X
Si f et g sont continues sur X alors f+g continue sur X
Si f est continue sur X alors a € R, af est continue sur X
Si f et g sont continues sur X alors fg est continue sur X

Si f et g sont continues sur X et si g ne s’annule pas sur X alors g est continue

sur X

5) Un exemple de fonctions classiques continues...
Une fonction polynomiale en 3 variables x, y ,z est une combinaison linéaire
de fonctions de la forme : x™1y™2z™3 ,m,, m,, my entiers naturels (on
généralise sans peine a une fonction polynomiale a p variables)

Toute fonction f: R® —» R polynomiale est continue sur R3
Ainsi: g: R? - R, (xy) =x*-y? est continue sur R? car polynomiale

6) Composée de fonctions continues
Soit X et Y deux parties R? ou de R3
Soitf: X— R, et Soitg: Y- R avec f(X)cY
Si f est continue sur X et si g est continue sur Y, alors gof est continue sur X

Démonstration :

Si fest continue en p€ U, alors :¥¢ > 0,3n >0,vze U,||z—p| <n =
If(2)—f(p)| <e

Si g est continue en f(p), alors :¥&' > 0,3n' > 0,vz' € L ||z’ — f()Il <n =
l9(z') — gof(p)| < &’

Soite' > 0,3’ > 0, (2) — @) <0’ = |gof (2) — gof ()| < &’
Poure=n',ona:An>0,vze U, |z-pll<n=|f@) - f®)| < 71
Etdonc on a bien:

ve' > 0,30 > 0,lIf(@) — fF@I <7’ = |gof (2) — gof ()| < &’

Exercice : Montrer que U={(x,y)€ R?,x > 0} est un ouvert de R?

Premiere méthode : Directement avec la définition

Deuxieme méthode : Image réciproque

a) Démontrer quesif: R? - R est continue, et si A est un ouvert de R,
alors f1(A) est un ouvert de R?

b) En déduire alors que U est un ouvert.
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7) Continuité partielle
a) définition
Soit X une partie de R? et f: X— R
Pour tout € R, 'application f(.,8), x—=f(x, ) définie sur I'ensemble des réels
x tels que (x, ) €X
Pour tout a € R, I'application f(«.,), x—=f(a, x) définie sur I'ensemble des réels
x tels que (a, x) €X
Ces applications sont appelées applications ou fonctions partielles.

Remarque : Ces définitions s’adaptent sans difficultés a une partie X de R3

b) Continuité
Soit I et ] deux intervalles de R
Soit f: Ix]> R
Soita(a, B) € IX]
Si f est continue en a alors les fonctions partielles f(,8) et f(a.,) sont
continues respectivementen a eten f§

Démonstration :
On a: f(,5) composée de I- IX/- R, x= (x, ) —=£fx, ), toutes les deux
continues.

Remarque : Le résultat se généralise a R3

¢) Proposition : La réciproque de la propriété précédente est fausse
Soit f: R2\ {(0,0)} = R, (xy) = —=

x2+y?
Les applications partielles admettent 0 comme limite en 0

Pourtant f(x,x) =% donc . xl)iir(lo 0 flx,x) = % # 0

Remarque : Cette technique consistant a prendre un chemin particulier
ici (x,x), c'est-a-dire la premiére bissectrice, est pratique pour démontrer
qu’'une fonction n’est pas continue en un point.

d) Etude d’'un exemple:
Etudier I'existence et la valeur éventuelle d'une limite en (0,0) de f(x,y) =
nyZ _ 3.,2
e et8(xy) =

X"y
x*+y®

Pour f: Il est clair que f est définie sur R? \ {(0,0)}
On a f(x,0) = 0 donc lirr(l) f(x,0)=0
x—

Or f(x,x) = —

1+x

> — 1 lorsque x = 0 Donc fn’a pas de limite en (0,0)

Pour g : Il est clair que g est définie sur R? \ {(0,0)}
On alim g(x, 0)=lim g(0, x)=0
x-0 x-0
Donc si cette limite existe, elle est nulle.
On passe en coordonnées polaires : x=pcos (8) et y= psin (6)

1
Ona:0< |g(x,¥)| < ps = 0. Ainsi g a pour limite 0 en (0,0)
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IV.  Fonctions de classe C?!
U désigne ici un ouvert de R? ou de R3 et f une fonction a valeur dans R
1) Dérivées partielles
Soit p= (a,b) €U
Soit D1={x€ R, (x,b) €U} et D,={ye R, (a,y) €U}
On définit les applications partielles :¢p,: D; = R,x = f(x, b)
Etg,:D; > Ry = f(a,y)

Soit p= (a,b) €U
SiI'application ¢, est dérivable en a, alors on dit que f admet une premiére
dérivée partielle en (a,b) et on pose : 3,f(a,b) = ¢4'(a)

SiI'application ¢, est dérivable en b, alors on dit que fadmet une deuxiéme
dérivée partielle en (a,b) et on pose : 3,f(a,b) = ¢,'(b)

En pratique, on utilise plutét : d,f(a,b) = % (a,b) et d,5f(a,b) = z—f, (a,b)

: 5 P a
Attention, on verra tres souvent ce genre d’écriture : E{ (x,y,2)

La variable x au dénominateur signifie qu'on dérive f selon la premiere variable
(c’est une variable liée) tandis que le x de (x,y,z) désigne une coordonnée d’un
point libre (c’est une variable libre). Ces notations sont donc bien différentes !

Exemples :
Soit (@, B, 7)€ R3 et la fonction f définie par: f: R3 > R, (x,y,2) > ax + By +

Yyz
Déterminer les dérivées partielles de f.

On a facilement : g—i (x,vy,2)=a, g—f] (x,y,z)=p+vyzet Z—)ZC (x,v,2)=vyy

Soit H={(x,y)€ R%,x > 0}etf: H- R, (x,y) - x¥
Déterminer les dérivées partielles de f.

On peut écrire : f(x,y) = evinx, Z—i (x,y) =yxvlet Z—; (x,y) =In(x)xY

2) Proposition
Soient f et g deux fonctions de U dans R, et peU
Si f et g admettent des dérivées partielles en p(a,b), alors f4g aussi

a(f+ d a
De plus : 229 (¢, b) = 2L (q, )+ 2 (a, )

0(+9) _9f g
Et, o (a,b) = 3y (a,b)+ 3y (a,b)

Si f et g admettent des dérivées partielles en p, alors fg aussi
o(f of )
De plus : 242 (a, b) = L (a,b) g(a, b)+£(p) 52 (a, b)
3fg) _9 99
Et, oy (a,b) = 3y (a,b)g(a, b)+f(a,b) 2 (a,b)

De méme pour le quotient si le dénominateur ne s’annule pas :
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3)

4)

5)

6)

B 2L2 (a,b) =(Z (a b)g(a, b)-F(ab) 2 (a b))/*(a )

Attention : L'existence des dérivées partielles n’entraine pas la continuité de la
fonction.

xy .
—— si(x,y) # (0,0
Exemple : Soit la fonction f définie par : R? - R, (x,y) — {x2+y xy) # (0.0)

0si (x,y) = (0,0)
Montrer que fadmet des dérivées partielles en tout point de R?
Montrer que, pourtant, f est discontinue en (0,0)

of (x,y) y(x%+y?)-2x%y
On a :Pour (x,y) # (0,0), fazccy (x,y) = ﬁet

af (x,y) (x )_x(x2+y2)—2xy2

dy (x2+y?)?

Et pour (x,y) = (0,0) ?
f(0+h,0)—£(0,0) _

af(x,y) T

on (0,0) = }ll_r% . 0

De méme : afg;y) (0,0) =0

En passant par les coordonnées polaires : f(rcosé, rsinf) = rcosf—zsme = cosfsind

qui ne tend pas toujours vers 0, selon les valeurs de 8

Fonctions de classe C?!
Une fonction f définie sur un ouvert U est dite de classe C! si elle admet des
f . of

fo 2 . . .0 .
dérivées partielles en tout point de U et que les fonctions 2. &t 3 sont continues.

On note C! (U, R) leur ensemble.
Exemple important : les polyndmes a p variables sont C! sur RP

Développement limité a I'ordre 1 (théoreme admis)
Soitfe C! (U, R) et p=(a,b) €U

Il existe une fonction €: U — R telle que £(z)—,_,, 0
Et:V(x,y) e U:

f(xy) = f(ab) + (x-2) 3. (a, b+ (v-b) T (@b)+ e eyl (x,3) — (a, b)|

Proposition
Si fe C* (U, R), alors f est continue sur U

Démonstration : évidente a l'aide du DL a l'ordre 1/
Remarque : Comme en dimension 1, la réciproque de cette proposition est fausse
Soitf: R? - R, (x,y) — |x| est continue sur R?, mais n’est pas C! puisqu’elle

n'admet pas de dérivée partielle en (0,0) par rapport a la premiére variable...

Proposition
Si (f,g)€ C* (U, R)?, f+g et fg sont des fonctions de classe C* sur U.
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7) Gradient
a) Définition
Si U désigne un ouvert de R?
Soit fe C! (U, R), le gradient de f est 'application Vf vérifiant : U- R?,

(ab) - Vf(a,b), avec Vf(a,b) = (5L (a, b), Z—; (a, b))

Si U désigne un ouvert de R3
= of of
Vf(a,b,c) = P (a,b, ), 3 (a,b,c), o (a,b,0))

b) Remarques
Géométriquement, Vf(a,b) € R? est le vecteur du plan dont les coordonnées

or of
sont - (a,b) et 3y (a,b)

Le gradient est un champ de vecteurs, c’est-a-dire une application dont les
valeurs sont des vecteurs.

Réécriture du développement limité a 'ordre 1 :
Soitfe C! (U, R) et p=(a,b) €U
Il existe une fonction &: U — R telle que &(z)—,_,, 0

Et:V(x,y) € U:f(z) = f(p) +(Vf(@)|(z — p)) + e(2)llz — pll

Exemple : Soit f:R3 - R, (x,y,2) &xy*-yz*
Calculer Vf(1,-2,3)

8) Différentielle
Soit U un ouvert de R?
Soit f: U= R de classe C! sur U

Pour tout a€ U, I'application linéaire : R? - R, (h,k) ~hZZ () + k3—£ () est

appelée différentielle de f en a, notée df(a)

Remarques :

-On omet souvent d’'indiquer le point a, et on obtient la formule : df = %dx + Z—;dy
(avec, dx:R? > R, (hk)—>hetdx:R? - R, (hk)—k)

-La différentielle d’'une fonction en un point renseigne sur le comportement local
de f. Plus précisément, la différentielle de f en un point M représente la variation
infinitésimale de la fonction f en ce point, c’est-a-dire la variation de flors d'une
variation infinitésimale a proximité de M.

Exercice :

1) Déterminer la différentielle de f: (x,y,z)— x - y3 + 2xyz en tout point
(Xo,Yo,Zo) de ]R?’

2) Soitf:R? - R, u(xy) — ||u||22, montrer que la différentielle de f en (xo,y0)
est : df(Xo,y0)=2Xodx + 2yody
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V. Dérivation des fonctions composées
1) Composition avec une fonction d’une variable

Soit fe C! (U, R), I un intervalle contenant f(U) et § € C1(I,R)
Alors : Bof est une fonction de classe C* avec pour toutpde U:

% (0) = 0'(F @) 5:(P) et, 22 (P) = 0'(F (1)) 52(p)

2) Premiere régle de la chalne
Soit fe C* (U, R) et (y4; ¥2) € C* (1, R)?
On suppose que la fonction : y: t =(y;(t); y2(t)) est a valeurs dans U.
Alors foy: t = f(y1(t); y,(t)) est de classe C! et, pour toutade I :

Ona: (for)'@) = L (@) ¥1'(@ + 3£y (@) v2'(@)

Exemple :

Soit h une fonction C* sur R?

On procede au changement de variables en coordonnées polaires, soit x=rcos(6)
et y=rsin(8)

On définit alors la fonction h :(r, 8) —f(rcos(8), rsin(8))

dh ah
Déterminer ™ et —

3) Dérivée selon un vecteur
Soit U ouvert de R?, soit fe C* (U, R), peU, v=(h,k) € R?
L’application ¢,:t = f(p + tv) est définie au voisinage de 0, dérivable en O, de

dérivée : ,"(0)= h (p)+k (p)—(Vf(p)IV)

On note D.f(p) = ¢,,'(0), cette dérivée est la dérivée de f en p selon le vecteur v

Remarque : Etudier la dérivabilité de f en p selon le vecteur v revient a étudier

I'existence de : ltin& w

4) Deuxieme régle de la chalne
Soit fe C* (U, R), soit V un ouvert non vide de R?
Soit (¢, ) € C1(V, R)? un couple de fonctions tel que
D: (x,y) = (p(x,y),Y(x,y)) soit a valeurs dans U.
Alors : fo® : V- R, (xy) =f(@(x, y),¥(x,y)) est de classe C?

01(fo®) = a1 f(@(p))d19(p) + d2f (®(p))d 19 (p)

De plus:: v,
eplus:Vp € {az(fod>) = 81f(®(p))d2¢(p) + 3. (P(p))d, ¥ (P)

Exemple :
Soit fe C* (R? R), on considére F : (u,v) >f(u+uv,u-uv?)
Montrer que F est C!

Déterminer pour tout (a,b) € R?, Z_z (a,b) et Z—Z (a,b)
5) Exemple : Etude d’'une équation aux dérivées partielles

Trouver toutes les applications f: R* - R de classe C! sur R? telles que V(x,y) €
R?, af(xy)— x3+y
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4
On primitive par rapportax: f(x,y) = x: +xy+ C(y)
Or C(y) =f(0,y) donc Cest Cl sur R
4
Réciproquement f(x,y) = x: + xy + C(y) convient !

6) Etude d’'une équation aux dérivées partielles avec changements de variables :
Soit : f: R? - R de classe Clsur R? telles que

2 9f of 2
V(x,y) ER o (x,y) + 3y (x,y) =x“+xy

En utilisant le changement de variable : x=u+v et y=u-v

Avant de traiter l'exercice, on constate un « probleme dans le changement de

variable », car ce sont les anciennes variables qui s’expriment en fonction des
x-y

. X+
nouvelles, on a facilement : u:Ty etv= >

On pose @: R? - R, (u,v) = (u+v,u-v)

Ona g Clsur R? et g=fo ¢ estC!

Et: 2L (0,3) =22 (072w, 1)) - 2 2 (¢ (u, v))
Bt 2 () =352 (07w v)) - 3 22 (07w )
D’ou: Z—ﬁ (x,y) + Z—f/ (x,y) =g—z (o~ (u,v))

On résout : g—“z (™1 (u,v)) = x*+xy soitz—i (¢~ (u,v)) = 2u+2uv...

Dérivées partielles successives :

1) définition

Soit U un ouvert de R?

Soitf:U—- R

Soit (i,j)€{1,2}*

On dit que fadmet une dérivée partielle seconde en a par rapport aux placesi et j

a . ..
% (a) existe sur un voisinage de a
i

successivement si et seulement si : a(a_f)
axi .
o, (a)existe
of
Dans ce cas, le réel a(a_xi) (a) estnoté of (a)
! ax]' axjaxi

Remarque : On peut généraliser pour U ouvert de R3

2) définition :
Soit U un ouvert de R? ou de R3. On dit que f est de classe C*pour k entier
supérieur ou égal a 1, si fadmet des dérivées partielles successives sur U jusqu’a
I'ordre k inclus, et que toutes ces dérivées soient continues sur U. Dans le cas ou f
est de classe C* pour tout entier k, alors on dit que fest C*
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3) Théoreme de Schwarz (admis)
Soit U un ouvert de R?

Soitf: U-> R et a€U Si f est de classe C2 sur U, alors : —— ( )= ayax ( )

xy(x?-y?)

Exemple : Soit la fonction f définie sur R? par f(x,y) = P

En passant en polaires déterminer £(0,0)
Determlner — (0 0) et (O 0)

Determlner — (x y) et —= (x, y)
Montrer que (0 0)=1

Montrer que —(0 0)=-

Que peut-on conclure ? Cet exemple a été construit par Peano !

VIL Extrema : Le cas de R?(Dans tout ce paragraphe, U désigne un ouvert de R?)
1) Définition
Soit X une partie de R?, f:X— R une fonction et p€X
On dit que fadmet un maximumenp:sivz € X, f(2) < f(p)

On dit que fadmet un maximum localenp:sidn > 0,Vz€ X N

D(.m,f(2) < f(®)

On définit de méme les notions de minimum et de minimum local.

On dit que f admet un extremum en p, si f admet un maximum ou un
minimum en p. On définit de la méme facon la notion d’extremum local.

Exemple : Soit la fonction f définie de R? dans R, par f(x,y) =x*+y? montrer
que fadmet un minimum en (0,0)

2) Définition
Soit fe C* (U, R), et peU
On dit que p est un point critique pour fsi : % p)= z-; =0

3) Théoreme
Soit fe € (U, R), et peU
Si p admet un extremum local en p, alors p est un point critique de f.

Remarque : Comme dans le cas des fonctions d’une variable, la réciproque de
ce théoreme est fausse, ainsi, une fonction n’admet pas nécessairement
d’extremum local en chacun de ses points critiques.

Exemple :

Soit la fonction f définie de R* dans R, par f(x,y) =x3+y3
Vérifier que (0,0) est un point critique de f sans étre un extremum local.
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