Suites de fonctions

L. Modes de convergence
1) Convergence simple

On dit que la suite (f;,) ey converge simplement vers f€ F(I, K) si pour tout x de
Lona: f,(x) = f(x) lorsque n— 4+

Remarque :
Ainsi, (f,,)nen converge simplement sur I, si pour tout x de I, (f;,(x)) ey cOnverge

Exemple :
Soit la suite (fy,)pen définie par: f;, :[0;1]—> R, x— x™
Etudier la convergence simple de (f;,)nen

Attention : Certaines propriétés analytiques ne « passent pas a la limite », par
exemple, la continuité (comme le montre 'exemple précédent !)

En revanche si (f;,)nen et (gn)nen cOnvergent simplement, respectivement, vers f
et g alors f, + g. converge vers f+g.

2) Convergence uniforme
On dit que la suite (f;,) ey converge uniformément vers f€ F (I, K) si pour :
Ve>0,angeN,vn=ngVx €l |f(x) — f(x)| <¢

Remarques :
La suite (f;,)nen converge uniformément vers f sur |, si la fonction £,-fest bornée
a partir d'un certain rang et si || f;, — flleo =0

lllustration de I'étude de la

convergence uniforme de x— x™

3) Proposition
Si (f,)nen converge uniformément vers f, alors elle converge simplement vers f.

Démonstration :

Ona:ve>0,3ny, €N, Vvn=nyVx €l |fp(x)—f(x)| < ¢

DoncVx €1,V € > 0,3ny, € N,vn = ny, |f,(x) — f(x)| < € ce qui signifie bien
que (fy)nen converge simplement vers f

Exemple :

g 1 , .
Montrer que (f;,)nen définie sur R* par fu(x) = [x + —converge uniformément

vers la fonction f(x) = v/x sur R*.

En effet, on montre que Vx € R*, 0< f,(x)-f(x) < % X = = %ﬁ

=
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Remarque : Pour montrer qu’il n'y a pas convergence uniforme.
On peut chercher a exhiber une suite (x,) d’éléments de I telle que : f,,(x,) —
f(x,) ne tende pas vers 0

Exemple : Montrer que (fy,) ey définie sur R* par fy(x) = % converge
simplement vers la fonction nulle.

Puis a 'aide de x,=n, montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.
Exercice classique : Obtention de la convergence uniforme par découpage
d’intervalle.

sin (nx)

Soit la suite de fonctions : (fy,),»1 définies sur R** par: Vx > 0, f,,(x)= e

0) Démontrer que Yx € R*,sin (x) < x
1) Etudier la convergence simple de (f;,),,»; sur R**
2) Etablir la convergence uniforme de (f;,),s; sur R**

Ind. Distinguer suivant que XE]O,%] ou que XE [%, +oo[

IL Régularité de la limite
1) Continuité

Si la suite (f,,)nen converge uniformément sur tout segment de I vers f et si pour
tout entier naturel n, f, est continue, alors f est continue.

Démonstration :

On remarque que f(x)-f(a) = (f(x)-1a(x))+( fa(x)- fo(a))+ (fa(3)-1(2))
Or f(x)-ta(x) et fn(a)-1{a) tend vers 0 par convergence uniforme
Et fh(x)- f:(a) tend vers 0 lorsque x tend vers a par continuité

2) Intégration
On suppose que I = [a,b] avec a<b et que les fonctions f, sont continues.

. . . , . b b
Si la suite (f,)nen converge uniformément vers falors: lim [ 'f, = [ ' f
n—-oo

Démonstration :
b b b b
ona:|f; o= I f| =|fs fa = F| < L1 = 1
Puisque la convergence est uniforme et que les fonctions sont continues sur le
segment [a,b], elles sont donc bornées.

.. b b
Ainsi: 0< [ |fn = fI < [ o = fllo = B-D) I fu — flleo = 0
Etude d'un exercice « classique »

Pour n>1, et x€[0,1], on pose : f,(x) = (x* + 1) netxe™

n+x

Montrer que f;, converge uniformément vers f(x) = (x? + 1)e* (ind. Montrer

)

2(e+1
que f,,(x) — f(x) < XD
Calculer nl_i)er fol frn(x)dx (on doit obtenir 2e-3 apres IPP)
3) Dérivation
Si pour tout entier naturel n, les fonctions £, sont C!
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Si la suite (f,,) nen converge simplement vers f

Si la suite (f,,")nen converge uniformément sur tout segment de I vers une
fonction g

Alors: festClet f' =g

Démonstration :

Soitx eta dans |

Ona:f(x)-fi@) = f,'©dt > [ g(t)dt d'aprés le théoréme précédent
Or par convergence simple de f, vers f, on a : fo(x)-f;(a) > f(x) — f(a)
Donc f(x)=f(a) +f; g®)dt orx— f; g(®)dt est (1, il en va de méme pour £,

4) Théoréme sur la dérivation d’ordre supérieur
Soit p un entier non nul
Si pour tout entier naturel n, les fonctions £; sont Cp

Si pour tout ke [0,p — 1]la suite (fn(k))nEN converge simplement.

Si la suite ( fn(”))neN converge uniformément sur tout segment de I
Alors : la limite simple fde (f;,),enest CP
et pour tout ke [0,p — 1], Vx € I, f¥(x) = lim £, (%)

n—-oo

5) Théoreme de la double limite
Soit (f;,) un suite de fonctions définies sur un intervalle I, soit @ € T
S’il existe une suite (1,,) € RN telle que: vn € N, lim f,(x) = 1,
X-a

Si la suite (f,;) converge uniformément sur I alors :
lim lim f,(x) =lim lim f,(x)
n-—+oo x—-a X—a n—+oo
III. Le théoréme de convergence dominée.
1) Lethéoréme (admis)
Soit (f,,)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I
Si (fn)nen converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux
sur I
S'il existe ¢ :I- R intégrable surltelle que:vn € N,Vt €1, |[f,,(t)| < @(t) (C'est
I'hypotheése dite de domination)

Alors : toutes les fonctions (f,,),cy ainsi que f sont intégrables et de plus :
onalimf, fo=J, f

2) Exemple:
. 1+t" +00
Soit fa] 1,40~ R, t- —eth = [, fl®dt

Montrer que lim [,, = 1

n—o0o
1+t™

1+tn+2

, X 1+t™ 1 .
Tout d’abord, on fixe t>1, e ~n-co 2 donc la suite

Togni? converge

. 1 .
simplement vers t— — continue par morceaux sur ]1,+00]

Vérifions 'hypothése de domination :

1+t th+t" 2 Y
Pour t>1, — < —5 = —fonction intégrable sur ]1,+oo[
: +o0 1
Doncry_{lgoln—f1 =zdt=1
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