Espaces euclidiens

L Produit scalaire
1) Formes bilinéaires

D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Définition

On appelle forme bilinéaire sur E toute application ¢ de EXE dans R
Telle que :

Pour tout y de E, I'application x— ¢(x,y) soit linéaire.

Pour tout x de E, I'application y— ¢ (X,y) soit linéaire.

Définition
On appelle forme bilinéaire symétrique sur E, toute forme bilinéaire ¢,
v(x,y) €E%Lo(xy) = 0(¥,%)

Définition

Etant donné une forme bilinéaire ¢ sur E, on dit que :
La forme ¢ est positivesiVx € E, ¢(x,x) = 0

La forme ¢ est définiesiVx € E,p(x,x) =0 =x=10

Définition

On appelle produit scalaire sur E, toute forme bilinéaire, symétrique, définie,
positive.

Exemple :

L'application : (R™)? - R, (X,Y)— Y-, x;¥; est un produit scalaire sur (R™)
appelé le produit scalaire canonique.

Exercice :
Montrer que, ¢ : (fg) — ff f(x)g(x)dx est un produit scalaire sur E=C([a,b],
R)

Définition

On appelle espace préhilbertien réel un R-espace vectoriel muni d’'un produit
scalaire.

Lorsque 'espace vectoriel est de dimension finie, on parle d’espace vectoriel
euclidien.

Remarque : Ces définitions s’adaptent dans le cadre complexe (le produit
scalaire est linéaire pour une variable, anti-linéaire pour 'autre) et un espace
de dimension finie muni d’un tel produit scalaire s’appelle Hermitien.

Norme associée a un produit scalaire
On appelle norme associée a un produit scalaire noté (.|.) I'application
E- R

x= [lxll = /(x]x)

Distance associée au produit scalaire
On appelle distance associée a un produit scalaire noté (.|.) 'application
E? 5 R, (xy)= llx =yl
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8) Identités remarquables
Soit (x,y)€ E*:
Ona: [lx +y|I? = |lx|I>+[lyl*+2(x]y)
On a également : (xly) = 5(/lx + ¥ 117 - lx|*[lyII?)
Démonstration : Il suffit de développer||x + y|| %...

9) Inégalité de Cauchy-Schwarz
La norme associée au produit scalaire vérifie :¥(x,y) € EZ, |xY)|< x|yl
Cette inégalité est une égalité si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration :

Soitp(t) =||x + tyl|| ? =yl “t*+2(xy)t+||x|| % on reconnait un trinéme du
second degré en t.

Orllx + tyl 20, donc 4 = 4(x,7) Ayl Axll 2 = 4((x) Ay Alxll 9= 0
Dou [y < Iyl

De plus A = 0 si et seulement si||x + ty|| °=0 donc pour x et y liés.

10) Propriétés de la norme
La norme associée a un produit scalaire vérifie :
-la séparation : Vx € E, ||x|| = 0 =x=0
-'homogénéité : V(a,x) € R X E, |lax]|| = |a]||lx]|
-I'inégalité triangulaire : :V(x,y) € E?, ||x + y|| < ||lx|| + ||y]| avec égalité si et
seulement si les vecteurs x et y sont « positivement » colinéaires (c’est-a-
dire: da € R*,tel que x = ay ou 'y = ax)

11) Propriété dite de la seconde inégalité triangulaire
Soit (x,y)€ E*:ona|llx|l — llyll| < llx -yl

Démonstration :

Ona:(llxll = lylDZ=1lxlI*> + llylI>-2xlyll

Et:|lx =yl = llxII* + llyll*-2xp)

or (xy) < lixlllyll

Donc :|lx = ylI> = |lxII* + lylI*-2lxlllyll soit : llx — ylI* = (llxll = lIyl])?..

12) Proposition
La distance associée a un produit scalaire vérifie :
Pour tout (x,y,z) € E3
-la séparation : Vx € E,d(x,y) = 0 =x=y
-la symétrie : d(x,y)=d(y,x)
-I'inégalité triangulaire :V(x,y) € E*,d(x,z) < d(x,y + d(y, z)
-la seconde inégalité triangulaire :d(x,z)=|d(x,y)-d(y,z)|

II. Expression matricielle d'un produit scalaire
1) Définition
Soit (.|.) un produit scalaire et e=(e1;... ;en) une base de E.
On appelle matrice du produit scalaire dans la base e, la matrice
ledll - (erlen)
M= : :
(enler) - llenll?
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III.

2)

3)

4)

Théoréme
Soit e=(e1;... ;en) une base de E, x et y deux vecteurs de E
lledll> - (e1len)
Soit A= : :
(enler) - lleyll?

On note X=M.(x) et Y=M.(y)
Alors : (x]y)=XAY

Démonstration : Il suffit de développer tXAY

Remarque : Pourquoi dans le secondaire, on avait la formule (x]y)=tXY ? Tout
simplement parce qu’on ne travaillait qu’avec le produit scalaire canonique et
donc A=I,

Propriétés

Si A désigne la matrice d'un produit scalaire alors :

A est symétrique c’est-a-dire : A=A

A est positive c’est-a-dire :VX € M, ; (R), XAX >0

A est définie c’est-a-dire :VX € M, ; (R), XAX= 0 =X=0
A estinversible

Théoréme de changement de bases
Soient e et f deux bases de E, soit P=P,_, s la matrice de passage

Alors : Ms(.].)=PMc(.].)P

Orthogonalité
Dans cette partie E désigne un espace préhilbertien réel. On note (|) le produit

scalaire et || || la norme associée.

D

2)

3)

4)

Définitions
On appelle vecteur unitaire tout vecteur de norme 1

On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si (x|y) = 0
On note alors xly

Théoreme de Pythagore
Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si et seulement si :
llx + ylI? =11xlI* + Iyl

Démonstration :
Ona:llx+yll?=|lx|?+lyll? +2(x.y) or (xy)=0 donc |x + y|| * = x|l + Iyl ?

Définition
On appelle orthogonal d’'une partie A de E, I'ensemble At={x€ E,Va € 4, (a|x) =

0}

Proposition
L’orthogonal d’une partie de E est un sous-espace vectoriel de E

Démonstration
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Soit A une partie de E, alorsvect(A)* = vect(A*) (voir 6)) donc I'orthogonal de
A est un sous-espace vectoriel de F

Exemples : L’'orthogonal de {0} est E, I'orthogonal de E est {0}.

‘ g
By

Un angle droit dans Uespace n angle droit dans Uespace
enclidien (ﬂ‘lz. (e ) euclidien (Rz. {v)a)

5) Proposition
Si A et B sont deux parties de E alors AcB= B+ c At

Démonstration :

On suppose que ACB

Soitx€ B+ < Vy € B,(x,y) = 0, en particuliervVy € A c B, (x,y) = 0 donc x€
AJ.

6) Proposition
Soit (xq, ..., X,,) € E™, alors {xy, ..., x,}* = Vect(xy, ..., x5)*

Démonstration :
Soit y€ {xy, ..., x,}5, Vi € [1,n], (v,x;)=0, par linéarité du produit scalaire, ¥V ; €
Donc y€ Vect(xy, ..., x,)*, I'autre inclusion est évidente !

7) Familles orthogonales et orthonormées
a) Définition
On appelle famille orthogonale de E toute famille de vecteurs de E deux a
deux orthogonaux.

On appelle famille orthonormée de E toute famille de vecteurs de E unitaires
et deux a deux orthogonaux.

b) Proposition
Toute famille orthogonale finie de vecteurs non nuls de E est libre.
En particulier, toute famille orthonormée finie de E est libre.
c) Proposition
Si (x4, ..., X,) € E™ est une famille orthogonale de vecteurs de E, alors,

Ona:|IZi, xll? = X qllxll?

Démonstration: par récurrence sur n et en appliquant le théoréme de
Pythagore.

d) Théoreme dit algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
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g)

Soit F=(eq, ..., e,) une famille libre de E, alors il existe une famille
orthonormée (fy, ..., f,) de E telle que Vp € [1,n], vect(ey, ..., e,) =

vect(fq, .-, fp)

Exercice : Appliquer le processus d’orthonormalisation a la famille

((1,1)5(1,0))

it u= =% _v_ 1L
Soitu=(1,1), on pose f; = el = (ﬁ’ ﬁ)
Soit v=(1,0)

Déterminons v-pyece(f,) (V) = v-(v,f)f1 =(1,0)- %(1,1) = (%,- %)

11
Et f2= (ﬁ, -\/—7)
La famille (fy,f2) est orthonormale.

Définition
On appelle base orthonormée de E toute base de E qui est une famille
orthonormée

Théoreme
Tout espace euclidien posséde une base orthonormée.

Démonstration :
Si E est euclidien alors E est de dimension finie, et posséde donc une base

(es--n€n)

1l suffit d’appliquer le processus d’orthonormalisation de Schmidt...

Proposition
Soit B=(ey,...,en) une base orthonormée de E.
-Six est un vecteur de E, alors : x =Y)[- ;(e;|x) e;

Six=YY, x;e; ety= D, y;e; sont deux vecteurs de E, alors (x|y) =
n
i=1XiYi

Et ||x||* = Xy x°

Démonstration : Il suffit d’utiliser la bilinéarité du produit scalaire.

Etude d'un classique :

On considere E=C([0,1], R) muni du produit scalaire (f,g) = fol f(®)gt)dt
Soit F={f€ E, f(0)=0}

Montrer que F+ = {0}

En déduire que F n’admet pas de supplémentaire orthogonal.

IV. Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie.
Dans cette partie E désigne un espace préhilbertien réel. On note (|) le produit

scalaire et || || la norme associée.

1) Supplémentaire orthogonal

a)

Définition
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2)

3)

4)

5)

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonaux si : V(x,y) €
FXG,(x|ly)=0

b) Remarque : I'orthogonalité de F et de G, revienta G ¢ F* eta Fc G+

Proposition
Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F L estun sous-espace vectoriel de E,
appelé supplémentaire orthogonal de F, et on adonc E= F @ F*

Démonstration :
Soit x€ E, on cherche un unique couple (y,z) € F X F*, tel que x=y+z

Analyse :

Supposons qu’il existe : (y,z) € F X F, tel que x=y+z

F est de dimension finie, il posséde donc une base orthonormée (e, ...,€,)
Comme z€ F*, (ze;) pour tout i entre 1 et p, ainsi (z.e,)=0=(xe;)-(v,e;)

OI'_V :Zzij=1(ei' y)ei :Z?=1(ei' x)ei
Etz=x-y=xY:_ (e, x)e
Ainsi, par construction, si un tel couple existe, il est unique.

Soitxe E

On posey:Zle(ei,x)ei etz= X-Z?zl(ei, x)e;
On vérifie que (y,z) € F X F, et x=y+z

Propositions

Si F est un sous-espace d’un espace euclidien E :
On a: dim(F)+dim(F') = dimE

De plus: (F1)1 =F

Démonstration

Conséquence directe du 2)

De plus : Fc (FY)* et dim(FY)* = dimE -dim(F* ) = dim(F)
Donc(FYHYt =F

Proposition

Soit E de dimension finie n

Soit p€e [0, n]

Si (ey,...en) est une base orthonormée de E, alors (ey,....ep) et (€p+1,..,€n) sont des
bases orthonormées de deux supplémentaires orthogonaux.

Soit F un sous-espace vectoriel de E.
Si F et F1 admettent respectivement (e, ....ep) et (€p+1,..,€n) comme bases
orthonormeées, alors la famille (e, ....en) est une base orthonormée de E.

Théoréme de la base orthonormée incompléte
Toute famille orthonormée d’un espace euclidien E peut étre complétée en une
base orthonormée de E.
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Démonstration
On combine le théoréme de la base incompléte et le procédé
d’orthonormalisation.

6) Projection orthogonale
a) Définition
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E
On appelle projection orthogonale (ou projecteur orthogonale) sur F, la
projection sur F parallélement a F*.
L’image d'un vecteur x par cette projection est appelé le projeté orthogonal
de x sur F.

b) Proposition
Si F=vect(ey,...en) et X€E, alors Vy € F,y = pp(x) © Vi € [1,p], (ej|x —y) =
0

Démonstration :
Le sens direct est évident ! siy = pp(x), alors x-y = x-pp(x) € F*

Réciproquement :
Siy€ F, vérifieVi € [1,p], (e;|x — y) alors x-y€ F*
Or x=y+(x-y) avec (y,x-y) € F X F+

Exemple :

On munit R[X] du produit scalaire : V(P, Q) € R[X]?, (P|Q) = fol P()Q(t)dt
Soit F=vect(1,X)

Déterminer pr(X?)

Ona: pr(X*) = a+bX
Ona (1,X%-a-bX) = 0 et (X,X*-a-bX) =0
Soita=-1/6 etb=1. D'l : pr(X?) = X-

c) Proposition
Soit B=(ey,....ep) une base orthonormé d’un sous-espace vectoriel F de E.
Le projeté orthogonal sur F d’'un vecteur x de E est : pr(x) = Zle(e,- |x)e;

Exemple : Soit u un vecteur non nul de E, alors (”Z—”

orthonormée de F=vect(u) etdonc: Vx € E,pp(x) =

) est une base

(el
2™

7) Distance a un sous-espace vectoriel
a) Définition
Soit X une partie non vide de E et e un point de E, on appelle distance de e a X
la quantité d(e,X) = inf,cxd(e, x)

b) Proposition

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie, soit pr la projection
orthogonale sur F, et x un vecteur de E.
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La distance du vecteur x a F est atteint en un unique point de F, a savoir pr(x)
Ainsi: Onad(x,F) =||lx — pr(x)||.Et:Vy € F,d(x,F) = ||x — y|| ©y=pr(xX)

Démonstration :

Soitx€ E ety € F, ona:x-y=x-pr(x)+ pr(x)-y avec (x- pr(x), pr(x)-y) = 0
D’aprés le théoréme de Pythagore :||x — y||? = |lx — pr()II? + ||y — pr()||?
Doncllx = ylI* = |lx — pr(x)]I?

Etd(xF) = |lx — pp()ll ord(xF) < llx — pp(0)ll

Finalement : d(x,F) = ||x — pp(x)||

Etude d’un exercice :
1) Soit E un espace euclidien, F sev de E et x€EE, montrer que

lu —pr@)II* = llull? - llpr@II?
2) Calculer inf g, pege fol(t2 —a — bt)?dt

11 s’agit du théoréme de Pythagore : ||u||* = |lu — pp(u) + pr(w)||?

Ona:infqpen: o (62 = a—bt)de = [IX* = pp (X))

Avec F=vect(1X) et (P|Q) = [} P()Q(t)dt

Dol : inf 4 pyer? fol(tz —a — bt)?dt = || X?||? - ||lpr(X?)||? par le théoréme de
Pythagore.

Finalement inf  ;ege fol(tz —a—bt)’dt= %

Etude d'un “Classique”

Soit E un espace préhilbertien. Pour xj,....x, des vecteurs de E.

On appelle matrice de Gram la matrice G de M, (R) définie par Gij=(xiX;)
On note G(x1,...,Xp) le déterminant de cette matrice.

1) Démontrer que (X1,...,Xp) est une famille libre si et seulement si
G(X1,...Xp)#0
Ind. Pour le sens & G(x1,...,%xp)= 0
Alors 34, ...A, non tous nuls tels que : Vi € [1...p],(A; X1+...+4pXp, Xi)=0

D’ou ||/11x1 + -+ Apxp”:O etdixy + -+ Apx, =0...

2) On suppose désormais que (x,....Xp) est une famille libre, et on note

F=vect(x1,...Xp)
G (x,xl,...,xp)

Soit XxEE, démontrer que d(x,F)*= G (X1, )
1-Xp

Ind. Ecrire x=u+v avec (u,v)€ F X F*, remarquer que d(x,F)=||v||
Montrer que G(X, X1,..,Xp) S’exprime en fonction de G(u, x1,...Xp)

Justifier que G(u, x1,...,Xp) = 0, et conclure !
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