Chapitre : Calcul différentiel (2)

Pour une meilleure compréhension, le plan de 'ensemble du chapitre :

A. Fonctions numériques ( de R" dans R)
L Fonctions de classe C* (On se contente ici de généraliser ce qui a été vu pour n=2 ou n=3 i n quelconque)
1) Dérivée selon un vecteur
2) Dérivées partielles
3) Fonctions de classe ¢*
4) Développement limité d’ordre 1
5) Différentielle
6) Opérations algébriques sur les fonctions de classe C*
7)  Composition par une fonction de variable réelle
8) Regles de calcul de différentielles
9) Régle dela chaine
10) Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert convexe

L Extrema (les fonctions sont toujours ici a valeurs dans R)
1) Définition : extremum
2)  Définition : extremum local
3) Définition : point critique
4)  Théoréme (lien point critique, extremum)

L Fonctions de classe C*
1) Dérivées partielles d'ordre 2
2) Classe C*
3) Opérations algébriques sur les fonctions de classe C?
4) Théoréme de Schwarz (admis)
5) Développement limité d'ordre 2 (théoréme admis)

B. Cadre général (de R" dans R")

L Applications différentiables

1) Lemme

2) Définition

3) Proposition de combinaison linéaire d'applications différentiables
4) Composée d'applications différentiables

5)  Proposition (pour les applications bilinéaires)

6)  Proposition (sivx € U, f(x) = ¥, fi(x)b;)

1L Dérivées selon un vecteur

1)  Définition : « dérivée en un point selon un vecteur »
2) Définition : « dérivées partielles »

3) Théoréme (différentiable implique continue)

4) Définition : Matrice Jacobienne

5) Exemples

6) Proposition (composées et produit de Jacobienne)
7) Corollaire

8) Dérivéele long d'unarc

L. Vecteur tangent a une partie d'un espace normé de dimension finie.
1)  Définition
2) Proposition (vecteur tangent et gradient)

. Applications de classe C*

1) Définition

2) Théoréme

3) Proposition

4) Proposition (composée)

5) Propesition (pour f(x) = ¥, f;(x)b;)

6)  Corollaire (caractére C* pour f(x) = ¥7, fi(x)b;)
7) Expression du gradient en coordonnées polaires
8) Proposition (pour le produit de fonctions)

9)  Corollaire

V. Dérivées partielles d'ordre supérieur ou égal a 2 et extrema
1) Définition

2) Définition

3) Proposition (lien avec dérivées partielles)

4)  Proposition (pour f(x) = ¥, f;(x) b))

5) Proposition (combinaison linéaire)

6) Théoréme (composée)

7) Théoréme de Schwarz (admis)

8) Corollaire

9) Théoréme : Formule de Taylor-Young d'ordre 2 (admis)

10) Recherche des extrema locaux d’une fonction de deux variables réelles

VIL Applications 3laré ion d'é ions aux dérivées partielles

VIIL Théoréme de Poincaré
1)  Forme exacte
2)  Forme fermée
3)  Ouvert étoilé
4)  Théoréme de Poincaré (admis)

A. Fonctions numériques ( de R" dans R)
L Fonctions de classe C! (On se contente ici de généraliser ce qui a été vu pour n=2 ou
n=3 a n quelconque)

L’espace vectoriel R est muni d’'une norme, notée ||. || et B=(ey,...,en) désigne la base
canonique de R™.
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1) Dérivée selon un vecteur
Soit Q un ouvert non vide de R"
Soita€ Q eth un vecteur fixé de R™ (attention h n’est pas a priori un scalaire)
On pose alors @, (t) = f(a + th)

On dit que f est dérivable en a selon le vecteur h, lorsque ¢, est dérivable a
I'origine.

On pose alors : Dpf(a)= ¢,,'(0) = %ir%w

Ce vecteur est appelé la dérivée de f en le point a selon le vecteur h.

Etude d'un exercice

Soit fla fonction définie sur R? par : f(x,y)=xy*

Soit (a,b) € R?

Déterminer D¢1)f(1,1), c’est-a-dire la dérivée de fen (1,1) selon le vecteur (a,b).

Tout d’abord, on construit: @) (t) = f((1,1) + t(a,b)) = f(1 +ta, 1 +tb) =

(1+ta)(1+tb)?
Et - fla+th)—f(a) _ (1+ta)(1+tb)2-1 _ (1+ta)(1+2tb+t°b?)
: t - t - t -

1+2tb+t?b?+ta+2t?ab+t3ab?—1

t

2\t2 4 43 4p2
<2b+a)t+(2abt+b JTHTAY _ (2b+a) + (2ab+b?)t +t(ab?)

Cette quantité admet une limite en 0, et D»yf(1,1) = a+2b

Soit :

2) Dérivées partielles
a) définition
Soit e=(ey,.., ;) une base fixée de E et j€ [1,p]
On dit que f admet une dérivée partielle en a selon la j -éme variable, ou admet
une dérivée partielle en a suivant x;, lorsque f admet une dérivée en le point a
selon le vecteur e;.

Cette dérivée est alors notée Dif(a) ou a_;]:- (a) et appelée laj -éme dérivée
J

. 0 . +tej)-
partielle de fena: 97 (a) = hmw
0x;j t—0 t
Remarque :
Malheureusement cette nouvelle définition n’est pas satisfaisante, puisqu'une
fonction peut admettre des dérivées selon tout vecteur en un point sans pour
autant étre continue en ce point !
2
. 2 Lsix#0 e
Exemple : soit f:R° = R, f(x,y)=1 alors f admet des dérivées selon
y sinon
tout vecteur en (0,0) mais n’est pas continue en (0,0)...

En effet : . ((O'O)ch)_f 00 _ f (fh)—tf 00 _f (Zh)

Donc f((0'0)+tth)_f(0'0) = th,? (si h=(hy,h2)) donc LA

puisque £(0,0)=0
(0,0)+th)—£(0,0)
t

~t-0 0

Et pourtant f(t3,t) = % — oo lorsque t = 0,donc pas continue en 0 ...

Deuxieme année classe préparatoire INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai, M. Calciano




Etude d'un exemple : Dans la pratique, comme nous l'avions déja vu pour les
fonctions a 2 ou 3 variables, 'existence de dérivée partielle selon une variable
«revient a considérer les autres variables comme des constantes ».

Ainsi : si f est la fonction de R?, définie par f(x,y) = x3 + 2x*y® + 5y alors

: .. df L Of _. d
clairement les applications é et é existentet: é(x,y) = 3x%*+8x3y3

of _ .. 4.2
Etay—6xy +5

b) Regles de calculs avec les dérivées partielles :
Soit Q un ouvert de R", a€ Q,fetg: Q — R, on suppose que f et gadmettent
des dérivées partielles en a, alors :
-V(a,B) € R? af + g admet des dérivées partielles en a et, Vj € [1,n], on

_daf+Bg) _ Of | ,dg
a: aX]' _aax]+ﬁax]

-La fonction fg admet des dérivées partielles en a et Vj € [1,n],

.39 _ of 99
ona:= =o. (@)g(a) + f(a) ax,-(a)

-Si la fonction f ne s’annule pas, alors 1/f admet des dérivées partielles en a

af
6(1) 7@

. . f —__
et,Vj € [1,n],ona: _ax,- (a) = )

-Si ¢:1 = R est une fonction dérivable avec I intervalle de R et si f(2)cI alors
@of admet des dérivées partielles ena et Vj € [1,n],

a: a(g;;jﬂ (a) = (p'(f(a)):—é(a)

3) Fonctions de classe C?

Une fonction f de Q dans R est dite C! si ses dérivées partielles existent
. . . £ .
en tout point de Q et si les fonctions % sont continues sur Q.
)

4) Développement limité d’ordre 1
Préambule : Soit ¢: Q > R (Q ouvert de R™), on écrit ¢ (h)=0(||k||¥) au voisinage
de 0, s'il existe une fonction : £: Q — R tendant vers 0 en 0 telle que : Vh € ,

pm)=[ll* € (h)
Dans la pratique, pour k=1, on utilisera o(h) plutot que o(||]|)

Soit a€ (, on dit que f: Q — R admet un développement limité a I'ordre 1 en a s'il
existe des réels a4, a5, .., a, tels que, au voisinage de 0 : f(a+h)=f(a) +Z§-’=1 hja;
+o(h)

Théoreme :
Soitf: @ — R, Clalors f admet un développement limité a 'ordre 1 en tout point

ade Q, dont I'expression est : f(a+h)=f(a)+2§’=1 h; % (a) +o(h)
]

Corollaire : Si f est C sur Q alors f est continue.
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5)

6)

7)

8)

9)

Démonstration : Conséquence directe de I'existence du DL a l'ordre 1.

Différentielle
Soitf: Q — R, C! et ac Q, la différentielle de f en a, la différentielle de fen a est la

. s ‘s F]
forme linéaire sur R™ définie par : h— ), h; 7
J J Ox]-

Cette différentielle se note df(a)

Remarque : Un abus de langage (et une analogie avec le produit scalaire) fait
qu’on note df(a).h pour alléger I'écriture df(a)(h).

Opérations algébriques sur les fonctions de classe C?
Soit Q un ouvert de R", a€ Q,fetg:Q - R, C! sur Q, alors

-V(a,B) € R% af + BgestC! surQ
-De méme fg est C* sur Q

Composition par une fonction de variable réelle
Soitf: Q - R, ¢:1 - R C! telle que f(Q)cl alors gof est C?!

Démonstration :

Les dérivées partielles de @of sont toutes définies et Vj € [1,n],

dgpof of of . dgpof .
= (¢'of) —, or — est continue, donc =82 aussi
axj an an an

Exemple : Soit f€ C* (R, R), on définit g sur R? par : g(x,y)=f(x*+xy+y?), montrer

que g est CL.
Les dérivées partielles de f(x*+xy+y?) existent et g—z (x,y) = Qx+y)f (x* +

a '
xy +y*) et3l(x,y) = 2y + 0f (¢ +xy +y%)

Regles de calcul de différentielles

Soit Q un ouvert de R", a€ Q,fetg: Q — R, on suppose que f et g sont C!
V(a, B) € R? af + Bg admet des dérivées partielles enaet,Vj € [1,n],ona:
d(af + Bg)(a) = adf(a) + pdg(a)

d(fg)(a)=df(a)g(a)+f(a)dg(a)

af(a)
fA(@

-Si la fonction f ne s’annule pas, d(1/f)(a) = -

-Si ¢:1 = R est une fonction dérivable avec I intervalle de R et si f(2)cI alors

d(gof) =¢'(f (@))df (a)

Regle de la chalne

Soitf: Q — R une fonction Ct, x3,...,.Xn» des fonctions dérivables sur I telles que
vt €], (x1(t),...Xa(t)) € Q

Alors la fonction g : t— f(x1(t), ..., xn(t))est dérivable sur I

Etg(t) = Xy %,/ (t) %(xl(t),...,xn(t)))
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Remarque : on peut reformuler en disant : Soit f: Q — R une fonction C?
ety:I —» Q dérivable, alors foy est dérivable surlet:

vt €, (foy)' ()= y'(t)df (¥ (t))

10) Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert convexe

Soit © ouvert convexe non vide.
Une fonction f: Q@ — R est constante si et seulement si elle est de classe C1 et
df=0

Démonstration :

Si fest constante, elle est C1, et toutes ses dérivées partielles sont nulles donc
df=0

Réciproquement : Soit y: t —(1-t)a+tb est C! et pour tout tde [0,1], y(t) € Q

II. Extrema (les fonctions sont toujours ici a valeurs dans R)

D

2)

3)

Définition

On suppose que E est un espace euclidien.

Soit f:U— R différentiable en a€U

La différentielle de f au point a, df(a), est une forme linéaire sur E.

Ainsi, il existe un unique vecteur de E, noté grad(f(a)) tel que Vh €

E,df (a)(h) = (grad(f (a))|h).

Le vecteur grad(f(a)) s’appelle le gradient de f en a.

Remarque : Si e=(e;)1<i<p st une base orthonormée de E, df(a)(h) =

| % (a)h;, donc les coordonnées du gradient en base e sont données par :
grad(f(a))=3"_, % (a)e; onle note Vf(a)
Exercice :

Soit f:E— R, x— ||x]|| (avec E espace vectoriel de dimension finie)
a) Montrer que f est différentiable sur E\{0}

b) Montrer que Vx € E\{0}, gradf(x) = ﬁ
Pour tout x# 0, pour touthde E: ||x + h||2 = ||x|| ?>+2(x|/h)+ ||A]|?

&lh) lInl®

x>~ il

Donc f(x+h)=f(x)(1+2 2orvl+u= 1+§ +o(u)

(xlh)
Il

Ainsi : f(x+h) = f(x) + + o(h), et fest différentiable sur E\{0}

Et gradf(x) = ﬁ

Définition

Extremum local (ou relatif) : La fonction f admet un maximum local (resp. un
minimum local) au point a de U lorsque : 3r > 0 tel que Vx € B(a,r) N

U, f(x) < f(a)

(resp.3r > 0telqueVx € B(a,r)NnU, f(x) = f(a))

Définition : Soit f :U— R, différentiable en un point « a » de U, on dit que « a » est
un point critique de f si df(a)=0
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4) Théoreme:
Soit f une fonction définie sur un ouvert U de RP, 3 valeurs réelles.
Soit a€U, si f admet un extremum local en a et si f est différentiable en a, alors a
est un point critique de f.

Démonstration :
Supposons que f admette un extremum local en a€U.
Supposons que ce soit ici un maximum, comme U est un ouvert : 3 >
0,Bs(a,n) € UetVx € Br(a,n), f(X)< f(a)
Soit he RP \{(0,0)},
n_

Soit: ¢:t — f(a + th), définie sur ]- ”n—”,”n—”[

On a ¢ qui admet un maximum en 0, comme f est C, ¢ est dérivable en 0 et

¢'(0) = df (a)h

Or ¢ admet un maximum en un point ou elle est dérivable donc ¢’ (0) =0

Soit: df (a)h = 0, comme cette égalité est vérifiée pour tout he RP \{(0,0)}, on en
déduit que df (a) =0

Exemple :
Déterminer les extrema sur R? de f: (x,y)—3x+x*+xy+y?

Tout d’abord, f est polynomiale donc continue.
De plus, R? est un ouvert, donc un extremum local ou global ne pourra étre
atteint qu’en un point critique.

Déterminons les points critiques :Z—i (x,y)=34+2x+yet g—£ (c,y)=x+2y

2x+y=-3

x+2y=0" soit un unique point critique : (-2,1)

On résout {

Etudions ce point critique :

Ona: f(-2+h1+k) = f(-2,1)+h?+hk+k? = £(-2,1)+ (h+5)? + 3= et (h+2)* +
3%2 > 0 donc f(-2+h,1+k) > f(-2,1), donc (-2,1) correspond a un minimum
global puisque I'inégalité est vraie quelque soient h et k.

Est-ce que f admet un maximum global ? Non, puisque f(0,t)=t>— +oo

I11. Fonctions de classe C?
1) Dérivées partielles d’ordre 2
Soitf:Q0 —» R avec Q ouvert de R"

Soit (i,j) € [1,n]?; lorsqu’elle existe la fonction % (%) est appelée partielle de f
i 0Xj

selon les indices (i,j) et notée : 2x0%;
2

Remarque, lorsque i=j, on note P
J

2) Classe C?

Une application f:Q — R avec Q ouvert de R™ est dite C?, si toutes ses dérivées
partielles d’ordre 1 sont définies et CL.
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Théoréme : Si f est C2 alors f est C!
Démonstration : Si f est C? alors toutes les dérivées partielles existent et sont C!,
donc les dérivées partielles sont continues !

3) Opérations algébriques sur les fonctions de classe C*
Soit Q un ouvert de R™, a€ Q,fetg:Q — R, on suppose que f et g sont C?
V(a,B) € R% af + Bg est C?

-Si la fonction f ne s’annule pas, 1/f est C?

-Si ¢:1 = R est une fonction dérivable avec I intervalle de R et si f(2)cI alors
@of est C*

4) Théoréme de Schwarz (admis)

o or . 2 P 2 9*f  9f
Soitf: @ — R une fonction de classe C* alors : V(i,j) € [1,n] oxi0x; ~ axjox;

Exercice :

VD i (x,y) # (0,0)
On considére la fonction f: R? - R définie par:{ x2+y* ’ ’

0si (x,y) = (0,0)
a) Calculer— (0,0) t (0 0)
b) Montrer I'existence de (0 0) t (0 0)

¢) Que peut-on en dedulre ?

(, 0) f(0,0) _

PourthOf =0do nc—(OO)—O dememe—(OO) 0

9 0,5)-2L(0,0
A présent : % —1do nc—(O 0)=-1

Il résulte du théoréme de Schwarz que f n’est pas C2

5) Développement limité d’ordre 2 (théoréeme admis)
Soit f: - R une fonction de classe C* et a€ Q

On a au voisinage de 0 : f(a+h) = f(a)+df(a).h+§ hTHf(a)h +o(||h|?)

Avec H(q) la matrice de terme général : ( ) il s’agit de la matrice Hessienne

et selon le théoréme de Schwarz, cette matrlce est symétrique.

B. Cadre général (de R™ dans R")

L. Apbplications différentiables
1) Lemme
Soit aeU

S'il existe une application linéaire L.€ L(E,F) telle que :
f(a+h) = f(a)+La(h)+o(l|Al]))
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”:l—”(f(a+h)— f(a)-La(h)) définie sur I'ouvert (U-

a)\{0}={he E{0},a + h € U} ait une limite nulle en 0,
Alors cette application est unique et s’appelle 'application linéaire tangente a f
en a.

C’est-a-dire telle que h—

Démonstration de I'unicité :
Supposons qu'il existe deux applications linéaires L, et L telles que L1,Lo€
L(E,F)? telles que : f(a+h) = f(a)+Li(h)+o(h)= f(a)+Lz(h)+o(]|h]]))

Alors (L1 - L2 ) (h)=0+ o([|Al])), soit: lim II(Lli}LlZH)(h)II —0

i . Lq—Lyy(tx
Soit X€E, et t€ R, comme tx—;_,(0, alors %mé _”( 1 ”t;)”( ) -0

Or |(L1—Lay (2] _ |(L1—Lay )| donc |(L1—Lay )| — T |(L1—Lay(Ex)|] —
[lex]| (Il [E4]] t—0 [lex]|
Ainsi, pour tout x€E, (L; — L, )(x)=0etL; =L,

0

Remarque : Comme L, est linéaire, on note aussi bien La(h) = L;h = L..h

2) Définition
Soita€U
On dit que f est différentiable en a lorsque les conditions du lemme précédent
sont vérifiées.
L’application linéaire tangente a f en a est notée df(a) et appelée la différentielle
de fau point a. Elle vérifie : f(a+h)=f(a)+df(a)(h)+o(||kl])

Remarque : L’expression précédente est un développement limité de fen a a
'ordre 1.

Exemples :
Pour les fonctions d’une variable réelle, la différentielle de f au point « a » vérifie :
df(a)(h)=hf’(a)

Si fest la restriction a un ouvert U d’'une application linéaire de E dans F, alors f
est différentiable en tout point a de U, et df(a)=f
En effet : f(a+h)-f(a)=f(h)=hf(1)...

3) Proposition de combinaison linéaire d’applications différentiables
Soit f et g deux applications de U dans F différentiables en acU
Alors pour tout (1, )€ R?, Af + ug est différentiable en a

Et: d(Af + png)(a) = Adf(a) + pdg(a)

En effet:

Comme f différentiable en a, il existe L1€ L(E,F) telle que : f(a+h) =
f(a)+Li(h)+o(||h]])), de méme il existe L.€ L(E,F) telle que : g(a+h) =
g@+La(h)+o(llhlD), d'ou (Af + ug)(a+h) = Af(a+h) + ug(a +h) =
A(f(@)+La(h))+ p(g@)+La(h)) +o(llAll) = (Af + pg) @)+ A(La(h))+ u(L2(h))
+o(llAl)

4) Composée d’applications différentiables
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5)

6)

IL
D

2)

Soit une application f définie sur un ouvert U de E, a valeurs dans un ouvert V de
F, différentiable en a€U, et une application g de V dans G, espace normé de
dimension finie sur R, différentiable en f(a).

Alors : gof est différentiable en a, et d(gof)(a) = dg(f(a))odf(a)

Démonstration (admise dans un premier temps)

Proposition

Soitf:U—> F;,g:U—> F, etB: F; X F, = G une application bilinéaire.

Si f et g sont différentiables en a, alors B(f,g) est différentiable en a
Et:Vh € E,dB(f,g)(a)(h) = B(df(a)(h), g(a))+ B(f(a),dg(a)(h))

Démonstration :
On utilise la bilinéarité de B ainsi que I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition

Soit f: U-F

Soit b=(by, ..., b;,) une base fixée de F

Notons fj,...fr les applications coordonnées de f relativement a cette base.
OnaVvx €U, f(x) = XL, fi(x)b;

Alors f est différentiable en a si et seulement si les n fonctions coordonnées sont
toutes différentiables en a.
Lorsque ces conditions sont remplies, on a : Vh €E,

df(a) (h)=(df:(a)(h),...dfz(a) (h))
Remarque : On se rameéne ainsi a I'étude de fonctions a valeurs réelles.

f(t) f(a) Zn fl(t) fl(a) b;

Démonstration : En effet, pour t# a,————= i, il suffit de

passer alors a la limite...

Dérivées selon un vecteur
Définition : « dérivée en un point selon un vecteur »
Soit h un vecteur fixé
Il existe un nombre réel § >0 tel que : pour tout t€[- §, §], at+heU
On pose alors @, (t) = f(a + th)
On dit que f est dérivable en a selon le vecteur h, lorsque ¢;, est dérivable a
'origine.

On pose alors : Dyf(a)= ¢}’ (0) = ltir{)lw

Ce vecteur est appelé la dérivée de f en le point a selon le vecteur h.

Définition : « dérivées partielles »

Soite=(ey,.., e,) une base fixée de E.

Soitje [1,p]

On dit que f admet une dérivée partielle en a selon la j -eme variable, ou admet
une dérivée partielle en a suivant x;, lorsque f admet une dérivée en le point a
selon le vecteur e;.
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3)

4)

5)

P 7 a 7 . P
Cette dérivée est alors notée Djf(a) ou a_;f- (a) et appelée la j -éme dérivée
J

partiellede fena: o (a) = lim flatte))-f@
0x,- t—0 t

Théoréme
Si f est différentiable au point a, alors f est continue en a.

Démonstration :

Il existe une application linéaire L.€ L(E,F) telle que : f(a+h) =
f(a)+La(h)+o(l|RI)

Comme L.€ L(E,F), }lirr(l) L,(h) = 0 donc ’llirr(l) fla+h) =f(a)

Si f est différentiable en a€ (, alors f admet des dérivées selon tout vecteur h, en
outre, df(a) (h) = Dnf(a)

Démonstration :
Soit he RP,
la fonction y :

t = a + th est avaleurs dans Q au voisinage de 0 (puisque ) est ouvert)
La dérivée en 0 de fo y est par définition la dérivée de f en a selon le vecteur h.
Ory’ = h, donc Dy(f(a))= Dn(fo y(a))=d(f(a)) y' = d(f(a))h

Pour toute base (ey,..,e,) de E, si hzzle h;e;
Alors : df(a)(h) = Duf(a) = X¥_, h;D, f (a)

Définition : Matrice Jacobienne

Soit f une application C! sur U a valeurs dans F.
Soite=(ey,.., ep) une base de E

Soit b=(b;,.., b,) une base de F

On note f=)1, f;b;

Soita€U

La matrice de df(a) relative aux bases e et b, est la matrice de M, ,,(R), notée

s gy ... U1
. @ - TH@

Jr(a), et définie par : J¢(a) = (a_x,l (a)>i=1,...n = o : o :
j=1...p a—x'l‘ (a) - ﬁ (a)

Dans le cas ou E=RP et F=R" et e et b leurs bases canoniques respectives, on
'appelle, la matrice Jacobienne de fen a.

Définition : Si E=F, on prend b=e, le jacobien de f au point a est, noté js(a) le
déterminant de la matrice Jacobienne de f en ce point.

Exemples :
Soit f: R? - R?, (x,y) = (xy,x+y)
Montrer que f est C! sur R?
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6)

7)

Déterminer la Jacobienne de f au point (x,y)

Mémes questions avec ¢: R X] —m; ] = R, (1,0) = (rcos(8),rsin(0))

0 0
ona:L(xy) =yLuy =1 fl(xy)—xet Zxy) =1

Donc les dérivées partielles existent et sont contlnues donc f est C! sur R?

ona 1=, )

Ona: Zl:(r,e) = cos(B),%(r,G) = sin(9),%(r,9) = —rsin(0) et (r 0) =
rcos (6)
Donc les dérivées partielles existent et sont continues donc f est C! sur R?
. (cos(8) —rsin(@))
Ona: ]_(sin(e) rcos (6)

Proposition

Soit f une application définie sur un ouvert U de E, a valeurs dans un ouvert V de
F, différentiable en a€U, et g une application de V dans G, espace normé de
dimension finie sur R, différentiable en f(a).

Alors gof est différentiable en a et : Jgon(a) = Jg(f(a))]s(a)

Si E=F=G, j(gon(a)=j¢(f(a))js(a)

Démonstration :
Il suffit de montrer que :

V() € [Lm] % [1,p], %522 (@) = St 52 (@) 52 (@)

Soit heE, pour h « assez petit », on a : gof(a+h) = g(f(a)+dt:(h)+o(h))
Ainsi : gof(a+h)-gof(a) = g(f(a)+dfi(h)+o(h)) - gof(a)

Et: gof(a+h)-gof(a) = dgsw( dfa(h)+o(h))+o(df.(h)+o(h))

Soit : gof(a+h)-gof(a) = dgiwodfa(h)+ dgiw(o(h))+o(dfa(h)+o(h))

Or en dimension finie, les applications linéaires sont continues donc, il existe C et
C tels que : [|dfa(h)[| < Cl|hl| et [[dgf(a)(o(h))|| < C'||hll, d’ot le résultat...

Corollaire
En utilisant le produit des matrices jacobiennes,

(aglof( ) Ve aglof( )w
on obtient : : =

agmof angf
\ "t @ - @)

/6g1(f( Q) - Z%(f(a))\ g—ﬁ(a) g—)’;(a)

\"’g’“(f( @) - ?’T’Z(f(a))/ L@ - @
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11

D

2)

IV.

D

2)

Soit: V(i, j) € [1,m] x [1, p]],f’g;jf (@) = Xk=1 3;1 (f (@) %’]f(a)

Dérivée le long d'un arc
Soity:t = (x4(t), ..., x,(t)) dérivable sur un intervalle I, a valeurs dans V, ouvert
de R" et f:V— R™ différentiable sur V, alors foy est dérivable sur I

Et: vt €1, (foy)'(t) = d(f(y () (V' (1)) = Xi=1 Xx'(£) %(V(t))

Vecteur tangent a une partie d'un espace normé de dimension finie.
Définition
Soit X une partie de E, x un point de X
On dit que v€eE est dit tangent a X en x lorsqu’il existe € > 0, et un arc y défini sur
l-e, €]
Dérivable en 0 a valeurs dans X tels que y(0)=x et y'(0)=v

Exemple :

Soit U un ouvert de R, f :U— R une fonction différentiable.
Le graphe de f est la partie X={(x,y,f(x,y)), (x,y) € U} de R3
Soit (xo; ¥o) € U, zg = f(xo; ¥o) €t Mo=(x0; Yo;20;) €X

1 0
Les vecteurs tangents a X en Mg sont les a 5 0 +b oF 1 ,(ab)e
% (0, Y0) 2y (X0, ¥0)

]RZ
Le plan tangent a X en M est le plan d’équation :
) ) a
(X-X0) 5 (X0, Y0, 20 )+(Y-Y0) 32 (Xo, Yo) +52 (X0, Y0, 20) (Z-20) = 0

Etude d'un « exercice classique »

Soit f: R - R définie par: f(x,y,z) = x? — xy3 — y?z+2z3

La surface S correspond a I'équation f(x,y,z)=0.

Vérifier que I'équation du plan tangenten (1,1,1) a S est: x-5y+2z+2 =0

Proposition

Soit E un espace euclidien

U un ouvert de E

f:U- R, différentiable , kef(U), X={Me U, f(M)=k} la ligne de niveau k de f.
Pour chaque point x de X, les vecteurs tangents a X en x, sont orthogonaux au
gradient de f en x.

Applications de classe C!
Définition
Soit f une application définie sur un ouvert U.
On dit que f est continliment différentiable ou de classe C! sur U lorsque f est
différentiable sur U, et sa différentielle df est continue sur U.

Théoréme
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4)

5)

6)

7)

Soit f une application définie sur un ouvert U de E, alors f est de classe C! sur
I'ouvert U, si et seulement si, les dérivées partielles de f relativement a une base
de E existent en tout point de U et sont continues sur U.

Remarque : Dans ce cas, sih = Z?=1 h;e;, alors df(a) (h) = 25';1 h; % (a)
]

Proposition
Les fonctions de classe C! de U dans F forment un R-espace vectoriel, noté
CY(y,F)

Proposition

Soit une application f de classe C! sur un ouvert U de E, a valeurs dans un ouvert
V de F, et une application g de classe C! sur V, a valeurs dans G, espace normé de
dimension finie, sur R, alors gof est de classe C! sur U.

Proposition

Soit f :U—F

Soit b=(by, ..., b,) une base fixée de F

Soit fy,...fn les applications coordonnées de f relativement a cette base : Vx €

U f() = Xizq fitOb;

Alors f est de classe C! sur U si et seulement si fj,...,f, sont toutes de classe C! sur
U.

Dans ce cas, pour tout vecteur h de E, pour tout x de U, Duf(x) = X% ; Dy fi (x)b;

Corollaire

Dans le cas particulier ou F = R™, et b est sa base canonique, on a, Vx € U, f(x) =
(f1(x), e, fn (%))

On obtient : f est de classe C! sur U si et seulement si les applications
coordonnées sont toutes de classe C! sur U, dans ce cas, les coordonnées des
dérivées partielles sont les dérivées partielles des coordonnées.

Expression du gradient en coordonnées polaires

a) Définition/théoreme
L'application ¢:]0, +oo[Xx] — m,[-> V = R?\{(x, 0),x < 0}, (p, 8) =(x,y)=(
pcos (8), psin (0)) est de classe C1

Si (e1,e2) est la base canonique de R?, pour § € R, on appelle repére polaire le
repere (0,u(8), v(6)) défini par : u(8) = cos (8)ei+sin(H)ez et v(0) =
—sin(@)ei+cos(0)e:

b) Théoréme
Si f est une fonction Ct sur un ouvert € inclus dans V a valeurs dans R, alors
F=fog est de classe C! sur I'ouvert ¢-1(Q)

— OF 5 | 10F
Ona: gradf = a5 U + 5267
Démonstration:
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2)

3)

4)

En exercice, faisant appel a la dérivée d’'une composée...

Proposition
Si U estun ouvert de E et si f et g sont deux applications a valeurs réelles de
classe C! sur U, alors fg est de classe C! sur U.
Et:Va € U, d(fg)(a) = f(a)dg(a) + g(a)df(a)
Et,Vj € [1,p],Va € U,‘f;’T]’f(a) = :—;(a)g(a) + f(a)ag—i(a)

Corollaire
Les fonctions polynémes sont de classe C! sur R"
Les fonctions rationnelles sont C! sur leur ensemble de définition.

Dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal a 2 et extrema
Définition
Soit U un ouvert de E
Soit f :U—=F une application
Soit a€U, soit (iy,...ik) €{1,....p}k
On dit que f admet une dérivée partielle k-iéme en a par rapport aux variables
xil, e X

k

Lorsque :
] a .0 . .
-ona-ZL ; ( i ) etc. existent sur un voisinage de a.
axil axiz axil
] a 9 , 9 .
-et —( & )..)(a) existe

(
6xik \6xik_1 \'"(axiz \axil

k
)..)(a) est noté p of

)1z d d a . @
Dans ce cas, I’élément i __°J7
Xip 0Xip ) ..0x1

( ( ( —
axik\axik_l\ axiz \axil

Définition
Soit U un ouvert de E, et f :U—>F une application
Soit k un entier supérieur ou égal a 1

La fonction f est dite Ck sur I'ouvert U, si elle admet des dérivées partielles sur U,
jusqu’a l'ordre k inclus par rapport a toutes les variables et si ces dérivées
partielles sont continues sur U.

La fonction f est dite Coo sur I'ouvert U, si elle admet des dérivées partielles sur U,
jusqu’a l'ordre k inclus par rapport a toutes les variables et si ces dérivées
partielles sont continues sur U pour tout entier k.

Proposition
Soit k un entier supérieur ou égal a 2, I'application f est de classe Ck sur U si f est
C! et ses fonctions dérivées partielles sont Ck1 sur U.

Proposition
Soit b=(by,...,bs) une base fixée de F.
On note fj,...f, les applications coordonnées de f, ainsi Vx € U, f(x) =

1 fi(x) by

La fonction f:U—>F est de classe Ck sur U, si et seulement si chacune des
applications coordonnées est de classe Ck sur U.
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5) Proposition
Soit fet g :U—F, deux applications de classe Ck sur 'ouvert U, alors pour tout
couple de réels (a, ), 1a fonction af + g est de classe Ck sur U.

6) Théoreme
Soit f: U-F et g : V-G deux applications de classe Ck telles que f(U)cV (ouvert)
Alors gof est Ck sur U.

7) Théoreme de Schwarz (admis)
Soit U un ouvert de E
Soit f une application de U dans F, de classe C2 sur U

. , . 9%
Alors pour tout pointade U: V(i, j) € [1,p]? 72, aij (a) = axy0m (a)

Remarque : En particulier, pour une fonction f U-F, de classe C2 sur I'ouvert U

de R? a valeurs réelles, alors ona: Va € Uisrow ( )= a(z;;x( a)

8) Corollaire
Soit f: U— F une application Ck sur U.
Alors les dérivées partielles de f jusqu’a 'ordre k ne dépendent pas de 'ordre de
dérivation

9) Théoreme : Formule de Taylor-Young (admis)
Soit f: U= R, une fonction de classe C? sur 'ouvert U de R? et acU

Zf . aZf
=L (@) ets=5L(0)

Lorsque h=(h;h;) tends vers 0 de sorte que a+heU
Alors, on a: f(a+h) = f(a) + h1 (a) + hz (a) + = (rh12+2sh1hz + thz®)+o(||k||*)

a%f
On note r= Py

10) Recherche des extrema locaux d’une fonction de deux variables réelles
Soit f: U- R une fonction de classe C* sur I'ouvert U de R?
Soit a un point de U, critique pour f.

o%f _0*f _9%f
L@, =3L (@ ets=7L (@)
Si rt-s>>0 et r>0 alors f admet un minimum local en a

Si rt-s>>0 et r<0 alors fadmet un maximum local en a
Si rt-s®<0 alors f ne présente pas d’extremum local en a (on parle de point selle)

On note r=

Remarque : Ce théoréme ne permet pas de conclure lorsque rt-s* = 0

Démonstration :
Ona: f(a+h) =f(a) + h1 (a) + hz (a) += (rh12+25h1h2 + th2®)+o(||A]1»)

Or a est un point critique donc f(a+h) = f(a) + E(rhl +2shihz + th2?)+o(]| k]|
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Soit: f(a+h)-f(a) = %(rh12+25h1h2 + th22)+o(||h||2)
d%f d%f

I (a) axdy (@)
9%f

(@) 5@

Schwarz),ona:] = (Z i), ] est diagonalisable dans une bon de vecteurs

Soit] = o%f symétrique réelle (conséquence du théoréme de

dxdy

propres.
On a det(]) = rt-s* = af avec sp(J) = {a, 5}

Si rt-s*>0 alors a, # sont du méme signe, si tr(J)>0 ou tr(J)<0 et ici, a,  sont
positives. Donc ] est définie positive, et il s’agit d’'un minimum.

On termine la démonstration par des considérations analogues !

Exercice « classique » :
Soit f: R? - R, définie par : f(x,y) = x*+xy+y?-3x-6y
Montrer que f admet (0,3) comme minimum local.

Difféomorphismes
1) définition
Soit U un ouvert de I'espace vectoriel de dimension finie E, V un ouvert de
I'espace vectoriel de dimension F, et k un entier naturel non nul.
On dit que f est un Ck-difféomorphisme de U sur V, si f est une bijection de U sur V
telle que f'soit de classe Ck et f-1 soit de classe Ck.

2) utilité

Les applications de R™ dans R™ qui sont bijectives et de classe C ! ainsi que leur
réciproque, sont utilisées comme changements de variables.

Théoréme (admis) : Soient U et V deux ouverts de R, ¢ C!-difféomorphisme de
UsurV.

Soit f une fonction intégrable de V dans C? alors : [, f(y)dA(y) =
fu flp())|det J(@))(x)|dA(x) ou /(@) désigne la jacobienne de ¢

+o0 .2 . +oo .2 .2
Exemple : Retrouver [ e™ dx (on partirade [f e " "> dxdy et on fera
connaissance avec le théoreme de Fubini...)

Exercice « classique » :
Soit A={(x,y)ER%,0<x<1,0<y<10<x?+y*<1}
Calculer I'intégrale double a I'aide d'un passage aux coordonnées polaires : [ =

dxdy
J]A 1+x2+y?

On passe aux coordonnées polaires, x=rcos(8) et y= rsin(0)
Et0<r<letf € [0]

rln (2)

Apres calculs, [=
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3) propriété:

Si f est un Ck-difféomorphisme de U sur V alors pour tout a de U, si b=f(a), alors
df, est un isomorphisme de E dans F tel que (df,)1 = df1,

Démonstration :
Comme fof! = Idy alors d(fof!) = Idg or d(fof!) =df..df 1,

Remarque : S'il existe f Ck-difféomorphisme de U ouvert de E sur V ouvert de F
alors dim(E) = dim(F)

Démonstration : E et F sont isomorphes !
4) Théoréme admis :

Soit U un ouvert de E et f une application injective de classe C¥, alors f(U) est un
ouvert et f est un C*-difféomorphisme si et seulement si pour tout a de U df,est
inversible.

VIL Applications a la résolution d’équations aux dérivées partielles
Etude d’un exercice :
Soit U={(xy)€ R?,x2 —y2 > 0}
On veut déterminer toutes les applications f :U—> R C? sur U

1
1) Etant donné f, on définit g par : g(x+y,x-y)=f(x,y)
Justifier que g est C?

. o%f _%r _
Telle que : V(x,y) € U, Py (x,v) 2y2 (x,y) =

2 2
Calculer % (x,y) — ZTZ (x,v) en fonction des dérivées partielles de g

2) Résoudre le probléme initial

VIII. Théoréme de Poincaré (HP)
1) Forme exacte
On dit qu'une forme différentielle w définie sur 'ouvert U
de R™ est exacte s'il existe une application f de classe C* de U
dans R telle w=df.

2) Forme fermée
On dit que la forme différentielle o=w1dx1+---+wadx, de classe C!
définie sur I'ouvert U de R" est fermée si elle vérifie :V(i, ) € {1, ...,n}?,
% _ aWj
ax]' axi

3) Ouvert étoilé
Un ouvert étoilé est un ouvert possédant un point pouvant étre relié par
un segment a chacun des points de I'ouvert, et tel que ce segment reste
dans I'ouvert.

4) Théoréme de Poincaré (admis)
Sur un ouvert étoilé, toute forme différentielle fermée est exacte.
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