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Modélisation des systemes linéaires et asservis
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Systemes linéaires continus invariants

Définition : Un systéme linéaire est un systeme pour lequel les relations entre les
grandeurs d'entrée et de sortie peuvent se mettre sous la forme d’'un ensemble
d’'équations differentielles a coefficients. Les systemes linéaires possedent
principalement deux propriétés :

> La proportionnalité

» L'addifivité

En définitive, étudier un systeme linéaire revient a etudier la solution de

I'équation différentielle a coefficients constants.
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Propriétés des Systemes linéaires continus invariants

Principe de proportionnalité :

Définition : Si y(t) est la réponse a I'entrée x(t) alors A - y(t) est la réponse a A - x(t).

> Dans un systeme linéaire, |'effet est
proportionnel a la cause (cf. figure ci-
dessus). L'effet de proportionnalité n’'est
effectif que lorsque le systeme a atteint
; sa position d'équilibre ou que le regime
() permanent s'est eétabli.

(t) =A- =\
Yy x2(t) = A-xy(t Systime b2(t) = A-ya(t)

Sl 1)

- Jud =i

= 1T » La caractéristique entrée/sortie  d’un
systeme d’'un systeme linéaire est une
droite dont la pente est appelée gain du
systeme.
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Propriétés des Systemes linéaires continus invariants

Principe de proportionnalité :

| La reponse en regime définitif (c-a-d en
— regime permanent) d’'un systeme linéaire a

T 3 siEm une entrée donnée est un signal de méme
f ; : L u*_ nature que l'entrée. Sur la figure ci-contre,

1 E : on constate que la réponse en régime

HFR A P RO établi & une entrée sinusoidale de

frequence « f » est qussi une sinusoide de
méme frequence mais déphasee et avec
une amplitude difféerente.

W v

(a)fwdlz (b) £ = 10 M2
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Propriétés des Systemes linéaires continus invariants

Principe de superposition :

3]

yi(d +

Définition : Si y,(t) est la réponse a I'entrée x,(t) et y,(t) est la réponse a I'entrée

x,(t) alors, y,(t) + y,(t) estla réponse a l'entrée de x,(t) + x,(t) (cf. figure ci-dessous).

> Les principes de proportionnalités et de

superposition  vont nous permettre,
connaissant la reponse d'un systeme a
des sollicitations simples de determiner
par additivité et proportionnalité la
reponse a4 des sollicitations  plus
complexes.
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Propriétés des Systemes linéaires continus invariants

Systemes continus :

Un systeme est dit continu lorsque les grandeurs physiques qui le caractérisent,
evoluent de maniere continue en fonction du temps.

on oppose les systemes continus aux systemes discrets et aux systemes numeriques
pour lesquels ['évolution d’'un état a un autre se fait par « saut » d'une valeur a la
suivante.

Systemes invariants :

On dit qu'un systeme est invariant lorsque les caractéristiques du systeme ne se
modifient pas dans le temps.
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Principales non-linéarités

Les systemes reels ne sont ni linéaires, ni continus, ni invariants. Mais il est en genéral
souvent possible de modeéliser correctement le systeme afin que celui-ci puisse étre
considéré comme linéaire, continu et invariant dans la zone d’étude.

(8) seusdl] (b) saturation (¢) courbure (d) hystérésis
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Principales non-linéarités

Seuil : un systeme présente un seuil si la sortie n'évolue que lorsque
I'entree déepasse une valeur minimale (seuil). Les seuils ont souvent
pour origine des frottements secs.

Saturation : un systeme presente une saturation lorsque la sortie |
n’'évolue plus au-dela d’'une valeur limite.

Ces saturations sont dues soif aux limites méecaniques du
systemes (butées) soit aux limites des interfaces de puissance
(saturation des amplificateurs opérationnels).

X

(b) saturation
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Principales non-linéarités

{c) courbure

Hystérésis : Un systéme présente une réponse avec une hystérésis
lorsque le comportement est difféerent suivant le sens d’évolution

de la variable d'entrée.

Courbure : la quasi-totalité des systemes presente des courbures

plus ou moins prononcees.
Dans la plupart des cas le systeme est approché par une droite
passant par I'origine, mais il est aussi possible de linéariser autour

d’'un point de fonctfionnement.

(d) hystérésis
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Etude des systemes linéaires

L'etude et la caractérisation des systemes linéaires ne passent pas
obligatoirement par la résolution de I'équation differentielle surtfout qu'il n’est pas
foujours possible de résoudre celle-ci.

Nous allons voir dans un premier temps les principes de résolution des
equations difféerentielles avec les outils mathématiques classiques puis en utilisant
la transformation de Laplace qui permet de travailler dans un espace dans lequel
les equations difféerentielles sont représentees par des polyndémes.
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Description par les équations différentielles

Un systeme dynamique lineaire peut-€tre décrit par une equation differentielle a coefficients
constants liant les grandeurs d’entrées et de sortie.

L'equation géenérale d'un systeme linéaire est de la forme :
d™y(t) d™ 1y(t) dy(t) dr x(t) d" 1x(¢t) dx(t)
bn— tbhmor i o T + by.y(t) = a, T T i e e+ a0 x (D)
On note :
d . L .
3;;) = y(t) dérivée 1¢¢ de y(t) par rapport au temps Pour s SyaeT I
d?y(t) . «m=ny
— = y(t) dérivee 2nd de y(t) par rapport au temps
‘ (principe de causalité : la cause
dny(t) précede toujours |'effet)
% dérivée neme de y(t) par rapport au temps

partir de cette representation il est possible de déterminer I'évolution temporelle de la sortie en
solvant I'équation difféerentielle.
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Description par les équations différentielles

On constate que mathématiguement on pourra étudier le comportement d’'un systeme linéaire a
artir de la réeponse temporelle. Mais cette méethode est tres peu utiliseée en automatique, on préefere
iliser une autre’méethode, la transformation de Laplace.

Utilité du domaine de Laplace


https://www.youtube.com/watch?v=jkp6vBg07aQ
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Description par la transformation de Laplace

L'utilisation de la transformée de Laplace pour la résolution des equations
differentielles a ete developpée par Heaviside. Nous allons, en préalable a cette
partie, nous intéresser a la transformation de Laplace.

Transformation de Laplace

400

F(p) = j e PLf(t). dt
0

Avec « p » une variable réelle ou complexe.

On note:

F(p) = L(f(»)

Avec F(p) la transformée de Laplace de f(t)
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Description par la transformation de Laplace

Transformation de Laplace

Remarque : en France, on utilise preféerentiellement la variable « p » mais les pays
anglo-saxons utilisent plutét la variable « s ». Il est d'usage de noter les fransformees
de Laplace par une lettre majuscule.

En automatique, on n'ufilise que la transformée de Laplace restreinte qui ne
'‘applique qu’'aux fonctions causales (c-a-d aux fonctions f(t) telles que : f(t) =0
pourt < 0).

Pour fransformer une fonction quelconque en fonction causale, on la combine
avec la fonction existence, appelé aussi fonction Heaviside noté H (t) et définie
|t<0: H()=0
PAF- Yt >0: 2 (t)=1



GROUPE

INP L2 Prépa

Description par la transformation de Laplace

Propriétés de le transformation de Laplace

Les frois premieres proprietés sont evidentes et deduites des proprietés de I'exponentielle et de
l'intégrale .

Unicité : a unhe fonction temporelle f(t), il correspond une transformée de Laplace F(p) unique et
réciproguément.

Additivité :
L(f(©) +g®) = L(f®) + £(g(®)) = F(p) + G(p)

Lla-f®O+b-g®)=a-L(f®O)+b-L(g®)) =a-F@p) +b-G(p)



GROUPE

INP L2 Prépa

Description par la transformation de Laplace

Propriétés de le transformation de Laplace

Les suivantes sont celles qui justifient I'utilisation des transformées de Laplace dans I'étude des
systemes linéaires.

Dérivation :

> Dérivee premiere :

df(t)\
L( 7 )—p°F(p)—f(0)

> Dérivée seconde :

2
L (ddcgt)) = p?- F(p) —p - £(0) - £(0)
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Description par la transformation de Laplace

Propriétés de le transformation de Laplace

Si le systétme est dans les conditions de Heaviside, c’est-a-dire f(0)=0, f(0%) =0 et toutes les
déerivees en 0 sont nulles, alors :

> Dérivée premiere :

df (t)\ _
13<7> =p-F(p)

> Dérivée seconde :

d2
L( d’;ﬁ”) =p* - F(p)

Dans les conditions de Heaviside, dériver dans le domaine temporel revient a multiplier par
\dans le domaine symbolique (domaine de Laplace).
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Description par la transformation de Laplace

Propriétés de le transformation de Laplace

‘ _F(P) A
L(Lf(x)dx)— > +p

en posant : g(t) = fotf(x)dx et g(07) = A,

Intégration :

Dahs les conditions de Heaviside (g(0*))=0) cette relation devient :

F(p)
¢( [ rerax) =55

Dans les conditions de Heaviside, intégrer dans le domaine temporel revient a diviser par « p »
d le domaine symbolique (domaine de Laplace).
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Description par la transformation de Laplace

Propriétés de le transformation de Laplace

Théoreme de la valeur finale :

Sila fonction f(t) est une fonction convergente (elle possede une limite) alors :

lim f(t) = limp - F(p)
t—ooo p—0

Théoreme de la valeur initiale :

Sifa fonction f(t) possede une limite en 0, alors :

lim £(t) = pgglmp - F(p)

oreme du retard :

L(f(t—1) =e™"P-F(p)
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Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Nous aurons souvent besoin de déterminer le comportement d’'un systeme linéaire sollicité par
un signal caractéristique.

Echelon: f(t)=A-H(t): A une constante et H(t) la fonction de Heaviside.

+00 —|

F(p) = f e Pt (t)dt A
0 e

+oo —

F(p) = e PtA . (t)dt
| l .,

F(p) = [— e P t] ' Ficure 3.6 - Echelon d’amplitude A
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Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Créneau : Pour déterminer la transformée de ce signal, on le décompose en deux fonctions :

f1 (t) est une fonction échelon et f, (t) est une fonction échelon retardee d’'amplitude
opposee a celle de f,(t), on a donc f,(t) = —f1(t — 1)

@) =£1(t) + f-(t)
f&= ) +—fit—7) 2

t t T t -r

Ficurr 3.7 « Créneau
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Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Créneau : On peut donc déduire, a partir de la transformée de Laplace d'un échelon et du
theoreme du retard la tfransformée d’'un créneaqu :

L(f®) =L (fi()) = Lfi(t—1D)) =L (i) — L (fi(t — D))
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Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Impulsion de Dirac : I'impulsion de Dirac est définie par : VvVt # 0, et ff;o S(t)dt =1.

Pour realiser le calcul de la transformée, on modeélise la fonction de Dirac par :

5(t) = é L'impulsion de Dirac est obtenue en faisant tendre « & » vers 0.
6(t) =0
;t A A 4 A =
On peut reprendre le résultat du calcul de la
fransformee du créneau en posant A =§ et en -
faisant tendre ¢ vers 0. 2
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Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Impulsion de Dirac : On peut reprendre le résultat du calcul de la fransformée du creneau (signal
precedemment etudier) en posant A = é et en faisant tendre ¢ vers 0.

L£(s8(t)) = lim ﬁ (1—e¢P)

A partir du developpement au premier ordre de I'exponentielle : e* =1 +% + o(x)

£00) = by (- e )= 1)




INP L2 Prépa

Description par la transformation de Laplace

Rampe: f(t)=A-t-H(t)

+ 00

F(p) = j e Pt (t)dt
0

F(p) = fooe

PA Lt H()dE

Transformées de signaux élémentaires

avec H(t) la fonction de Heaviside

Pour résoudre, il faut utiliser 'intégration par
parties * soit : J':u-\"dt = [u-v]§ ~ o i vdt

u(t)=t, (1) =ePt
= i
vecid) dm) =1, v(t) = —

+ 00

F(p) =J e PtA. ¢t - H(t)d(t)
0
—pt +oo +oo —p-t
F(p) = [ e —e
F(p)=0+4- ] ‘
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Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Tableau des fransformées: En synthése, il est trés peu probable que I'on doive réaliser le calcul
d’'une tfransformée de Laplace. Dans la majorité des cas, la fonction a étudier est une fonction
connue dont la transformée a déja été calculée, ses fonctions sont precisees dans les tableaux
suivants. lls sont ufilisés aussi bien pour déeterminer la transformée que la fransformeée inverse.

Dans les'tableaux, H (t) représente la fonction échelon unitaire de Heaviside et §(t) I'impulsion
de Dirac.

Transformées des systémes du 1* et du 2¢ ordre
Transformées usuelles ft) - H(t) Fp)
f(t) - H(t) Fip) f(t) - H(t) Flp) — .
-4 %) —_—
T T |+]1’-P
-l e — =
§(t) 1 (1=e=v)-H(t) p(l :;{.p) (I—e ’)O((tl WD)
T = T
8[1—1) e~ TP c"“-‘~("-9((l] (;—0)—“;7 (l—t.(l —‘.e .))49{(1) ;I—“—"‘—P—]
W e 1
a-H(t) § sin{w - 1) - H(t) 21t e O+t.pP
- v -3 1
a-H(t—1 —.e" TP s{w - 1) - H(t - 2 ; sl R S
( ) 5iF ‘ cos{w - t) - H{t) W (‘ (t+7) —17) H(t) p-(1+x-p)*
a-t-H(t) et . sin(w - t) - H(t) v 3 (e —e%). S
B TEIED ! (7% -e™%) 21 (EEIEDD!
", - —at .1)- . “h e~ %)). —— — e
t - %(t) ,Tn"l"’ e ‘ cos(w‘ V-3 | rrTel (|+m (vre™ — e )) (1) REEIEDT)
el ™% w ~Zwolt | ¢ 1 — 22 4 \
et () — > JH(1) m wﬁ~mc Zewot :in(wo\l z .t) H(t) w¢2+2-z-wg~]p+p1 avecz < 1
J—e 0ot ) el jemwr p : (l 3ot _gin (wom- t+ c.p) -H(t)
~3{(1) —_— -3(t) -7 w? V-2 plwo?+2-z-wo-p+p?)
p-lp+a) 2 p? —w? 9 et @ = arccosz avecz < 1
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Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Transformées inverses : Soit F(p) = L (f(t)) la fransformée de Laplace d’une fonction f(t). On
appelle transformée de Laplace inverse, ou originale, de F(p) la fonction f(t). On note:

f©) = L7HF(p))

La fransformee de Laplace inverse consiste a rechercher la fonction temporelle qui
corresp@dnd a une fonction F(p) donnée. La résolution analytiue de la fransformée n'est pas au
me. La détermination de la transformée ne se fait qu’'a partir du tableau des transformees.
rsque la fonction F(p) est dans le tableau on obtient directement ['original f(t). Dans le cas

Les fonctions de Laplace dont il faut déterminer la transformeée inverse sont généralement des
ctions rationnelles de la forme :

1+a,-p+a, p?+-+apy, p™
1+b-p+by- D%+ +bp - p™

H(p)=K'-p—1a avec < +m = n




GROUPE

INP L2 Prépa

Description par la transformation de Laplace

Transformées de signaux élémentaires

Transformées inverses :

1+a,-p+a,p?+-+apy, p™
1+b,-p+by-p?+4+by-p™

H(p)=K’-p—1a avec x +m>n

is pour quelques formes simples, on ne connait pas la transformée inverse.

n sait qu'il est toujours possible d’écrire toute fraction rationnelle sous la forme d’une somme
de fractions elementaires a partir d’'une décomposition en élements simples.
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles simples :

Si la fonction de transfert ne présente que des podles reels simple, la décomposition s'écrit
comme la somme des fractions simples de chaque pdle.

p+2 _ p+2
P2+15-P+50 (P+5)-(p+ 10)

F(p) =

Sa decomposition en fractions simples est donc de la forme suivante :

A N B
p+5 p+10

F(p) =

identification on trouve :

p+ 2 A4 N B
(p+5)-(»+10) p+5 p+10
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles simples :

Par identification on trouve :

p+2 __A B
(p+5:-(+10) p+5 p+10 rA=_§
5
D+ 2 p-(A+B)+10-A+5-B <B_§
®+5) - (p +10) (»+5)- (p+10) S
Soft
3 1 8 1
Fp) =5 355 pr 10
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles simples :

La transformée inverse de ces deux fractions simples est déduite directement a partir du tableau
des fransformees :

L
- e" ¥ H(t)

Le710t) . 3 (1)
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles multiples :

Dans le cas de racines réelles multiples, la décomposition en fractions simples de la racine multiple
est la somme des fractions simples des puissances décroissantes.

Pour

p+ 2 _ p+2
P3+20-p2+125-p+250 (p+5)2- (p + 10)

F(p) =

La décomposition en fractions simples s’ecrit :

A B C
T w+52  @+5) @ +10)
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles multiples :

Une aufre methode pour déterminer les coefficients est d’isoler le coefficient que I'on cherche.
Pour cela, on multiplie la fonction de fransfert des deux cotés de I'egalite par le polynébme de la
racine concernéee. On calcule ensuite, pour le pdle concerné la valeur de cette egalite.

p+2 A B C
P+52(@+10) (G+52 (@+5  (+10)

Ainsi pOuUr«« A » :

5 S ) F P+ 5 —— 1+ (p + 5

(p +5)% (p + 10) (p +5)? (p+5) (p + 10)
p+t2
—(p+10)_A+(p+5)-B+(P+5)2-(p+1O)

pose ensuite p=-5, les deux derniers termes sont nuls et il reste :

—5+2 - 3
(-5+10) =~ 5
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles multiples :

Le coefficient C est déterminé de la méme maniere :

p+2 B A B C
P+52(@+10) (G+52 (@+5  (+10)

(p+10)-(p+2) A-(p+10) B-(p+10)

@+52 @+10)  @+5% T @+5 ¢

On plose ensuite p=-10, les deux premiers termes sont nuls et il reste :

(—10+2)_C_ 8
(-10+5)2 25
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles multiples :

Le coefficient B ne peut pas étre determiné par cette methode, on peut soit finir par identification
soit en prenant une valeur particuliere pour « p », icila valeur la plus simple est p=0.

p+2 _ 3 B 8
P +52p+10)  5-0+52 ®+5 25 (p+10)

0+2 ) 3 B 8
(0+5)2(0+10) 5-(0+5)2 (045 25-(0+10)
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Description par la transformation de Laplace

Racines réelles multiples :

Ce qui nous donne au final :

e — 3 2 8

5. (p+5)2 25 (p+5) 25-(p+ 10)

On trouve dans le tableau des transformées :

Soit ;
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Description par la transformation de Laplace

Racines complexes :

Dans le cas de racines complexes conjuguees, il est possible de raisonner comme dans le cas des
racines réeelles mais cela fait apparaitre des coefficients complexes. Il est préférable de ne travailler
qu'avec des coefficients réels, pour cela, on réalisera la decomposition en gardant les polyndmes
du second ordre au denominateur.

Se décompose sous la forme :

F()—A+ B-p+C
P T W+ 2-p+5)
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Description par la transformation de Laplace

Racines complexes :

Donc :

N B-p+C
(p?+2-p+5)

A
F(p) =3

(o) A-;p/+2p+5)+Bp2+Cp Ap?> +24p +5A+Bp?+Cp p?-(A+B)+p-(2A4+C) +54
p —_— — j—
p-(p?+2p+5) p-(p?+2p+5) p-(p?+2p+5)

Par identification ;

N
Il
ullw

3 —3-p—6

+B =0 n
5:p 5:-(p?+2-p+5)

F(p) =

alosunilw
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Description par la transformation de Laplace

Racines complexes :

Pour déterminer la transformée inverse, il faut mettre le dénominateur du second ordre sous la forme
canonique (cf. tableau des fransformees) :

3 N —3:-p—6 3 3.p 6
5.-p 5-(p2+2-p+5) 5:-p 22-(p+1)2 22.(p+1)2

F(p) =

A partir du tableau des transformées inverses :

% ()
p D'ou :
et sin(w - ) - H () 0= B3 ot cos(z 0 S U
w?+ (p + a)? f —(5 g€ Cos g € -sin ) - H(t)
n (I; T a)? et - cos(w - 1) H(?) f(o) = (g +et- (—% - cos(2 - t) —g +sin(2 - £)) - H(¢)
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Description par la transformation de Laplace

En conclusion :

Lorsque la fonction F(p) est sous la forme d’'une fraction rationnelle en « p », la méthode a
utiliser est la decomposition en éléments simples puis a rechercher dans le tableau des
fransformeées la fonction temporelle de chaque fraction rationnelle.

Pour déeterminer les coefficients, on peut soit :

Résoudre par identification,
> Déeterminer les coefficients en utfilisant la valeur de la fonction pour des valeurs
particulieres,

> Déeterminer les coefficients apres les avoir isolés.

La transformée inverse de F(p) est une somme des fransformées inverses de chaque fonction
entaire.
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Utilisation pour la résolution d’équations difféerentielles

La fransformation de Laplace permet de ramener |'étude des equations
differentielles dans le domaine temporel, a une etude d’'un polynéme dans le domaine
symbolique.

Soit I'équation difféerentielle du deuxieme ordre a coefficients constants avec un
second membire.

d2s(t)  ds(t)
dt2 i dt

b2 +b05(t) =€(t)

On considere que les conditions initiales sont nulles pour s(t) et ses dérivées. Si ce
st pas le cas, en genéral un simple changement de variable permet de se placer
ans le cas de conditions initiales nulles.

n

On pose : E(p) = L(e(t)) et S(p) = L(s(D)).

On en déduit : L (dflit)) =p-S(p) et L (dzdigt)) =p?-S(p).




GROUPE

INP L2 Prépa

Utilisation pour la résolution d’équations difféerentielles

d2s(t)  ds(t)

%, dt> o dt

+ by - s(t) = e(t)

En substituant :
b, (0% - S(®) + by(p - S(®)) + bo(S(P)) = E(p)

(by- p* + by -p + by) - S(p) = E(p)

Ce/qui nous permet d’écrire la fraction rationnelle suivante :

S(p) = - E(p)

b, - p*+ by -p+ by

La fransformation de Laplace transforme I'équation difféerentielle en une equation
algébrique. La réponse temporelle est obtenue en recherchant la transformée inverse
de la fraction rationnelle.
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Utilisation pour la résolution d’équations difféerentielles

Ce resultat est important, il permet de montrer que dans le domaine symbolique, la sortie (la
solution de I'équation difféerentielle) s'’obtient comme le produit de :

» La transformée de Laplace du signal d’entrée : E(p) = L(e(t))

» Et d’'une fraction rationnelle

H(p) la fonction de transfert du systeme linéaire :

_3(0)

H(p) = E(p)

n Ytilise pour représenter le systeme, une représentation graphique, le schéma bloc :

E(p) 1 S(p)
by - p? + by - p + by

A4
N
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Utilisation pour la résolution d’équations differentielles

La reponse temporelle est obtenue en recherchant la transformée inverse du produit de la
raction rationnelle et de I'entrée.
Il faut encore préciser I'entrée e(t) et sa fransformee de Laplace, ainsi si :

» L'entrée est un échelon e(t) = Ey - H(t) alors E(p) :%

1 E,
by p*+bi-p+by p

S(p) =

a

nirée est une rampe e(t) = a -t - H(t) alors E(p) = >

1 a
by - p?+by-p+by p?

S(p) =

w

L'entrée est une sinusoidale e(t) = Ao - sin(w,) alors E(p) =

1 W
bz'pz‘l‘bl'p‘l'bo pz‘l‘(l)z

S(p) =
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

On constate sur ces deux exemples que S(p)est une fraction ratfionnelle qu'il suffit de
décomposer pour obtenir la transformée inverse.

Nous allons le montrer sur un exemple :

Le systeme représenté ci-confre est charge de
maintenir lg” température d'une enceinte. Le | Vanne
chauffage st assuré par un échangeur thermique, | —><}———
la vanne A& V », permet de réguler le débit du fluide -l
figue dans I'échangeur. On note :

. 'angle d’ouverture de la vanne

: débit de I'echangeur @
0,/(t) : température en sortie de I'échangeur
6(t) : température dans I'enceinte Pompe

Echangeur

Enceinte

— o
Débit q(t) T°C 6,(t) 5

6(t)
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

Les equations qui décrivent le comportement sont :

Echangeur
q(t) = ko - a(t) _'\i[a>nn<e 5 Enceinte
() + 7y - de;t(t) = kg - q(0) Débit q(t) 1°C 0,(1) o(t)
do(t)

o(t) + 1, -

dr ko - 6,(2) @
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace schéma-blocs

On suppose que toutes les conditions initiales sont nulles.

On note : A(p) la transformée de Laplace de a(t) et Q(p), O(p) et ©,(p) respectivement les
fransformées de q(t), 6(t) et 6,(t).

On commence par ecrire la transformée de Laplace de chaque equation.

gD = ko - a(t) 5> Q) = ko - Ap)

a6, (t)

e ky - q(t). 5 O.(p) + 71-p:-0.(p) =k Q(p)

01(t) + 14 -

do(t)

7o = k2 6:(0). > 0() + 2+ 0(p) = ks - 8:,(1)

o(t) + 7,

Les équations différentielles sont devenues des eéquations linéaires.
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

Il est facile maintenant de déterminer la relation donnant 0(p) en fonction de A(p) et d’en deduire la

fonction de fransfert G(p) = %.

DUr cela, on commence par isoler O(p):

kO'kl'kZ
1+7:p)-A+72p)

0(p) = A()

G(p) — O(p) — kO ’ kl - k2
AP)  (1+7-p)-(1+712-p)
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

L'entrée est un échelon de constante : a(t) = ay - H(t). La transformée dans le domaine de
aplace donne : A(p) = =2

ko-kqi-k; (0 4y)
1+7,-p)-(A+172p) p

O(p) =

Pour déterminer la transformée inverse, il est nécessaire de réaliser la décomposition en
fractions simples.

A s B +C
1+7,-p) (A+71°p) p

0(p) =

Les trois coefficients sont déterminés par identification en égalant :

kO.kl.kZ ao_ A n B +C
A+7-p)-A+72:p) p @A+7:p) (A+72:p) P
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

ko'kl‘kz ao_ A n B +
A+7:p)-A+72'p) p A+7:p) (A+72:p)

C
P

Pour « A » :
ko-kq-k; 24y
(1+7:p)-(L+72:p) p

C
+(1+T1'p)'_

=A+Q+71-p)-
(+7-p) (1+75-p) p

(1+71-p)-

1
on donne pour valeur « p = —— !

1

A=k0’k1'k2’a0'

Tp — T4
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

ko'kl‘kz ao_ A n B +
A+7:p)-A+72'p) p A+7:p) (A+72:p)

C
P

Pour « B » :
ko-kq-ky (4
I+7:p)-(1+12:p) p

C
+1,p)- =(1+T2'p)°A+B+(1+T2'p)';

1
on donne pour valeur « p = —— !
2




INP L2 Prépa

Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

ko'kl‘kz ao_ A n B +
A+7:p)-A+72'p) p A+7:p) (A+72:p)

C
P

Pour« C »:

ko'k1°k2 (04)) A B

p. o :p. _|_p. +C
Q+7-p)-(A+712:p) p (1+11-p) (1+12-p)

on gdonne pourvaleur«p =0 »:

C=k0'k1‘k2'a0
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

ko'kl'kz ao A B C
B(p) = P— = + + —
A+7,-p)-A+72:p) p @A+7:p) (A+72:p) P

7 75

-k/l-kz.aO.TZ_T1 = ko ki ey =g ¢ - .

Té 7 1

_Tl)'(1+T1'p)_(T2_T1)'(1+T2'P)+;

@(P)=k0'k1’k2'“0'((T2
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Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace

T2 72 1

T Atnup) (-t U+t5p)  p

@(P)=k0‘k1‘k2'“0‘((T2

Donc : 1
2 _ 2 —_
T 1 L1 21 e T1
L S aliN T—l-i-eﬁ'tztl e
(t—711) 147D (1, —11) 74 (12 — 71)
Lt _i
T2 1 L1 T2 1 L, T,-e T2
— . —_— _— . — . T2 = —
| (1—11) 14+71,-p (1, —11) Ty (1, — 71)
1 L1
— —_— 1
p

o Quildonne dans le domaine temporel :

0(t)=k0-k1-k2-a0-(1+
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En conclusion :

La transformée de Laplace permet donc de résoudre les eéquations differentielles a coefficients
constants. Cette méethode ne permet pas de résoudre d’aufres equations que celles que ['on
pourrait resdudre par la méethode classiue ; par contre elle permet de prendre en compte
rapidement les conditions initiales et surtout les signaux d’enfrées composes.
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Fonction de fransfert - Transmittance

Un systeme dynamique linéaire est décrit par une equation différentielle a coefficients constants liant
lels grandeurs d’entrée et de sortie.

d™y(t) d™ 1y(t) dy(t) dr x(t) d™ 1x(t) dx(t)
+ .. + b e + by.y(t) = a, a1 + an_lw + ...+ a4 s

mTam + b1 drm—1 + ag.x(t)

On se place dans les conditions de Heaviside (toutes les conditions initiales sont nulles).

uj permet d’écrire :

A p"+anq PP+t 0P+ G
by *p™ + bp—q - p™t 4+ by p + b

Y(p) = X(p)
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Fonction de transfert - Transmittance

On appelle H(p) la fonction de transfert (ou transmittance) du systeme :

_Y(p) appttagy-p"tt+taiptag
~X(®) bmp™+bpq p™ 1+ 4 b+ by

H(p)

Dans le cas des systemes physiques, le degré du dénominateur est supérieur au degre du
numerateur : m > n.

pelle :

> Zéros : les racines du numérateur

> Poles : les racines du dénominateur
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Forme canonique

Il est toujours possible de meftre la fonction de transfert sous la forme suivante dite forme
canonique avec :

NG . NG e tan g b ebayptd
D(p) pa -Dl(p) pa(bm .pm_l_bm_l .pm—l _I_ "'+ b1 .p + 1)

H(p)

N(p) : un polyndbme en p avec N(0)=1;
o D; (p):un polynbme en p avec D, (0)=1;
o K:le gain de la fonction de fransfert;

o & :la classe de la fonction de transfert.
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Forme canonique

Pour les systemes du premier et du second et du second ordre, on mettra les fonctions de
fransfert sous la forme :

Premier ordre :

Hl(p)=1+r-p

Avec/A K » le gain statique et « T » la constfante de femps.

Second ordre :

K

H,(p) = >
1 4—2—E-p+p—2
Wy Wn

vec « K » le gain statique, « & » le coefficient d’amortissement et « w,, » la pulsation propre.
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Schéma-bloc

A partir de la fonction de fransfert, on etablit le schéma bloc du systeme :

Y
H(p) 'ﬂ»

Soit :

X(p) | ap-p+ap-p"'+ta-ptag | Y(p)
by ™+ by p™ 1+ -+ by -0+ by
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