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Les probabilités 

Une expérience aléatoire est un procédé donnant des résultats dépendant du hasard ou pouvant 
s’y assimiler. L’ensemble des résultats possibles est appelé l’univers et se note 𝛺. 

Chaque élément de 𝛺 est une éventualité ou une issue. Un événement est un ensemble 
d’éventualités. 

Dans le secondaire, les probabilités ont été étudié lorsque 𝛺 était un ensemble fini. Nous allons 
généraliser avec entre autres, 𝛺 dénombrable. 

 

I. Généralités 

1) Tribu 

a) Définition 

On appelle tribu sur 𝛀, une partie τ de P(Ω) (parties de Ω) telle que : 

- Ω ∈  τ 

-si A∈  τ, alors cA = Ω\A ∈  τ 

-pour toute suite An∈  τ, alors ⋃ 𝐴𝑛
+∞
𝑛=0 ∈  τ 

 

b) Propriétés 

Soit τ une tribu alors : ∅ ∈  τ, une intersection finie ou dénombrable 

d’éléments de τ est dans τ. 

 

Démonstration : Il suffit de reprendre l’axiomatique des tribus. 
 

Exemples:  

Pour toute partie A de Ω:  { Ω ,A, cA , ∅} est une tribu 

L’ensemble des parties de Ω, noté P(Ω) est une tribu sur Ω, appelée tribu 

discrète. 

 

c) Définition 

Un couple (𝛀, 𝛕)  avec 𝛕 une tribu sur 𝛀 s’appelle espace probabilisable. 
 

2) Probabilité 

Une probabilité sur (Ω, τ)  est une application sur Ω, à valeurs positives, qui 

vérifie : 

P(Ω) = 1 

Pour toute suite An∈  τ, d′événements deux à deux incompatibles, alors 

P(⋃ 𝐴𝑛
+∞
𝑛=0 ) = ∑ 𝑃(𝐴𝑛)

+∞
𝑛=0  

 

Le triplet : (𝛀, 𝛕, 𝐏)  s’appelle espace probabilisé. 

 

Remarque :Une tribu est un modèle d’ensemble regroupant les événements. 

Dans le cas où Ω est fini, on choisira toujours ℘(Ω) pour tribu. 

Si Ω est dénombrable (typiquement Ω = ℕ), on choisira là encore ℘(Ω) pour 

tribu. 

Si Ω est infini non dénombrable (typiquement Ω =ℝ), on ne prendra pas ℘(Ω), ce 

qui engendrerait une tribu trop grosse (En fait, il n’est pas alors possible de 

définir une application vérifiant les 3 axiomes des probabilités…), mais celle 

engendrée par les intervalles de ℝ. 
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3) Propriétés des probabilités 

Soit P une probabilité sur (Ω, τ)  alors : 

P(∅)=0 

P(cA) = 1-P(A) 

P est à valeurs dans [0,1] 

Pour toute famille finie ou dénombrable d’événements deux à deux 

incompatibles (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼 , la famille P((𝐴𝑖))𝑖∈𝐼 vérifie : P(∐ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 )=∑ 𝑃(𝐴𝑖)𝑖∈𝐼  

Si A⊂B alors P(A)≤P(B) 

P(B\A) = P(B)-P(A) 

P(A∪B) = P(A)+P(B)-P(A∩B) 

 

Démonstrations: 
Soit la suite d’événements An=∅, alors les événements sont deux à deux 
incompatibles, donc P(⋃ 𝐴𝑛

+∞
𝑛=0 ) = ∑ 𝑃(𝐴𝑛)

+∞
𝑛=0 , or si la série de terme constant 

𝑃(𝐴𝑛) converge alors c’est que 𝑃(𝐴𝑛) = 0 donc P(∅)=0 
 
On a : P(cA∪A)=P(𝛺)=1 or cA et A incompatibles donc P(cA∪A)= P(cA) +
𝑃(A)=1 
 
Par définition P est à valeurs positives, de plus P(cA) = 1-P(A)≥ 0 donc P(A)≤1 
 
Si A⊂B alors B est la réunion des événements incompatibles A et B\A donc 
P(B)=P(A)+P(B\A) 
P(A∪B) = P(A)+P(B\A) et P(B)=P(A∩ 𝐵)+ P(B\A) d’où P(B\A)= P(B)-P(A∩ 𝐵) 
 

4) Théorème de continuité croissante 

Si (An) est une suite croissante d’événements (au sens de l’inclusion) alors 

lim
𝑛→+∞

𝑃(𝐴𝑛) = 𝑃(⋃ 𝐴𝑛
+∞
𝑛=0 ) 

 

De même, si (An) est une suite décroissante d’événements (au sens de l’inclusion) 

alors lim
𝑛→+∞

𝑃(𝐴𝑛) = 𝑃(⋂ 𝐴𝑛)
+∞
𝑛=0  

 
Démonstration : 
On pose A-1=∅ et Bn=An\An-1 
On montre que An=⋃ 𝐵𝑘

𝑛
𝑘=0  et ⋃ 𝐴𝑘

∞
𝑘=0  = ⋃ 𝐵𝑘

∞
𝑘=0  

De plus, les événements Bn sont incompatibles, donc 
P(⋃ 𝐴𝑛

+∞
𝑛=0 )=P(⋃ 𝐵𝑘

∞
𝑘=0 )=∑ 𝑃(∞

𝑘=0 𝐵𝑘)= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

∑ 𝑃(𝑛
𝑘=0 𝐵𝑘) or ∑ 𝑃(𝑛

𝑘=0 𝐵𝑘)= P(An) 

 

Exemple : On lance un dé classique une infinité de fois et on souhaite 

déterminer : 

-La probabilité de l’événement A : « n’obtenir que des 6 » 

-La probabilité de l’événement B : « obtenir au moins un 6 » 

 

Soit 𝐹𝑖: "𝑂𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑢𝑛 6 𝑎𝑢 𝑖è𝑚𝑒 𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑟" 

Alors A = ⋂ 𝐹𝑖
∞
𝑖=1  et P(A) =P(⋂ 𝐹𝑖

∞
𝑖=1 )= lim

𝑛→∞
𝑃(⋂ 𝐹𝑖

𝑛
𝑖=1 ) = lim

𝑛→∞
(
1

6
)
𝑛

 = 0 

On utilise l’indépendance des lancers ! 
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Et B = ⋃ 𝐹𝑖
∞
𝑖=1 , P(B) = P(⋃ 𝐹𝑖

∞
𝑖=1 )= lim

𝑛→∞
𝑃(⋃ 𝐹𝑖

𝑛
𝑖=1 ) or ici les événements ne sont 

pas indépendants et la suite 𝐹𝑖 n’est pas croissante. 

On passe par le complémentaire…P(⋃ 𝐹𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = 1 – P(⋂ 𝐹𝑖

𝑛
𝑖=1 )→1 

 

5) Indépendance 

Deux événements A et B sont indépendants si P(A∩B) = P(A)P(B) 

 

Remarque : Si A et B sont indépendants, il en va de même de cA avec B, etc. 

 

Soit (𝐴𝑛)𝑛∈𝐼 une suite d’événements, on dit qu’ils sont mutuellement 

indépendants si pour tout partie finie J de I, on a : P(⋂ 𝐴𝑖𝑖∈𝐽 ) = ∏ 𝑃(𝐴𝑖)∈𝐽  

 

Etude d’un exemple : 

Une urne contient 12 boules numérotées de 1 à 12. On en tire une, au hasard. 

On définit les événements : A : « tirage d’un nombre paire » 

Et B : « tirage d’un multiple de 3 » 

Les événements A et B sont-ils indépendants ? 

Même question avec 13 boules. 

 

6) Probabilité conditionnelle. 

Soient A et B deux événements avec P(B)>0, le réel P(A|B) = 
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 s’appelle la 

probabilité de A sachant que B a été réalisé. 

 

Inversion des conditionnements : 

Soient A et B deux événements tels que P(A)>0 et P(B)>0 alors, P(A|B) = 
𝑷(𝑨)𝐏(𝐁|𝐀)

𝑷(𝑩)
 

 

7) Formule des probabilités composées 

Soit (𝐴𝑛)𝑛∈𝐼 une famille d’événements tels que P(A1∩…∩An)≠0 

Alors : P(A1∩…∩An) = P(A1)P(A2|A1)× …×P(An)P(An | A1∩…∩An-1) 

 

Une suite (𝐴𝑛)𝑛∈𝐼 d’événements s’appelle un système complet d’événements 

lorsque si n≠p, An∩ 𝐴𝑝 =  ∅, ∀𝑛 ∈ 𝐼, 𝐴𝑛 ≠ ∅ et si la réunion des An est égale à Ω. 

 

Démonstration : Par récurrence sur n. 
 

8) Formule des probabilités totales : 

Soit (𝑨𝒏)𝒏∈𝑰 un système complet d’événements alors pour tout événement B, on 

a : P(B) = ∑ 𝑷(𝑩 ∩ 𝑨𝒏)
+∞
𝒏=𝟎  

 

Démonstration : 

B= (A1∩ 𝐵) ∪…∪ (An∩ 𝐵) or les événements étant incompatibles… 

 

Etude d’un exercice « classique » 

Un fumeur décide d’arrêter de fumer. D’après des statistiques, on estime que si 

cette personne n’a pas fumé le n -ème jour, alors la probabilité pour qu’elle ne 

fume pas le jour suivant est de 0,3. Mais si elle a fumé le n -ème jour , alors la 

probabilité pour qu’elle ne fume pas le jour suivant est de 0,9. 
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Pour n entier, on note Fn l’événement « la personne fume le n -ème jour », et pn la 

probabilité de Fn. On pose p0=1 

Démontrer que pn+1 = -0,6pn+0,7 

La personne va-t-elle arrêter de fumer ? 

 

9) Formule de Bayes 

Soit I un ensemble fini d’indices ou dénombrable, (𝑨𝒏)𝒏∈𝑰 un système complet 

d’événements avec pour tout n, P(An)>0 

Alors : P(Ak|B) = 
𝑷(𝑨𝒌)𝑷(𝑩|𝑨𝒌)

∑ 𝑷(𝑨𝒊)𝑷(𝑩|𝑨𝒊)𝒊∈𝑰
 

 

Démonstration : 
Il suffit de vérifier que P(Ak|B) ∑ 𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐵|𝐴𝑖)𝑖∈𝐼  = 𝑃(𝐴𝑘)𝑃(𝐵|𝐴𝑘) 
 

II. Variables aléatoires 

On travaille à présent sur l’espace probabilisé : (Ω, τ, P)   

 

1) Variable aléatoire discrète et loi de probabilité associée. 

a) Définition 

Soit E un ensemble, une variable aléatoire discrète X sur (Ω, τ) est une 

application définie sur (Ω) à valeurs dans E, dont l’image X(Ω)  est finie ou 

dénombrable et telle que l’image réciproque de tout élément de X(Ω)  soit 

dans τ. 

 

Exemple : On jette deux dés, on pose Ω=⟦1,6⟧² 

On peut définir la variable aléatoire X telle que X(a,b)=a+b 

 

Remarques : 

Le terme « variable aléatoire est trompeur car X est une fonction pas une 

variable ! » 

X n’a rien d’aléatoire car la notion de probabilité n’entre même pas dans sa 

définition ! 

Pour tout x de E, {X≤x} = {w∈ Ω tels que X(w) ≤x}∈ τ 

 

b) Définition 

Soit X une variable aléatoire discrète sur (Ω, τ, P)  telle que X(Ω)  ={𝑥𝑛, 𝑛 ∈ 𝐼} 

où I⊂ ℕ, alors la loi de probabilité de X est la suite (𝑝𝑛), 𝑛 ∈ 𝐼, définie par pn = 

P(X=xn). 

 

c) Théorème  

Si une variable aléatoire discrète sur (Ω, τ), X prend ses valeurs dans {𝑥𝑛, 𝑛 ∈

𝐼}, avec les xn distincts et si (𝑝𝑛), 𝑛 ∈ 𝐼 et si une suite de réels positifs vérifiant 
∑ 𝑝𝑛 = 1𝑛∈𝐼 , alors il existe une probabilité P sur (Ω, τ), telle que P(X=xn)=pn. 

 

Démonstration : 
Considérer : P :P(𝛺) → [0,1], A→ ∑ 𝑝𝑤𝑤∈𝐴  et vérifier que P est bien une 
probabilité… 
 

Exemple : 

Soit 𝜆 > 0, pour tout entier naturel n, on définit pn = 𝑒−𝜆
𝜆𝑛

𝑛!
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On a pn≥0 et ∑ 𝑝𝑛
+∞
𝑛=0  = 1  

Donc pn correspond bien à une distribution de probabilités sur ℕ. 

 

d) Définition 

La fonction de répartition FX d’une variable aléatoire réelle X sur (Ω, τ), est la 

fonction définie par : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) 

 

e) Théorème 

La fonction de répartition est une fonction positive, croissante de limite 0 en -

∞ et 1 en +∞. 

 

Démonstration : 
Comme 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥), et P à valeurs positives, 𝐹𝑋est à valeurs positives. 
Soit x≤y, 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)  ≤  𝑃(𝑋 ≤ 𝑦), car X-1(]-∞, 𝑥])⊂ X-1(]-∞, 𝑦]) 
 
 

2) Couples variables aléatoires discrètes indépendantes. 

a) Définition 

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes sur (Ω, τ, P), alors (X,Y) est 

un couple de variables aléatoires indépendantes lorsque pour tout élément 

(xi ;yj) de X(Ω)×Y(Ω), P(X=xi,Y=yj) = P(X=xi)P(Y=yj) 
 

b) Théorème 

Si X et Y sont indépendantes alors pour toute partie A de X(𝛀) et toute partie 

B de Y(𝛀), on a : P(X∈ 𝑨, 𝒀 ∈ 𝑩) = P(X∈ 𝑨)𝑷(𝒀 ∈ 𝑩) 

 

Démonstration :A=⋃ {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼  et B=⋃ {𝑦𝑗}𝑗∈𝐽 , P(X∈ 𝐴, 𝑌 ∈

𝐵)=∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)𝑃(𝑌 = 𝑦𝑗)𝑥𝑖∈𝐴 𝑒𝑡 𝑦𝑗∈𝐵   

P(X∈ 𝐴, 𝑌 ∈ 𝐵) = (∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)𝑥𝑖∈𝐴 )( ∑ 𝑃(𝑌 = 𝑦𝑗) 𝑦𝑗∈𝐵  )= P(X∈ 𝐴)𝑃(𝑌 ∈ 𝐵) 

 

c) Théorème 

Si X et Y sont indépendantes alors pour toutes fonctions f et g, f(X) et g(Y) 

sont indépendantes. 

 

Démonstration : 
P(f(X)=xi,g(Y)=yj)= P(X∈f-1 (xi),Y∈ 𝑔−1(yj)) = P(X∈f-1 (xi))P(Y∈ 𝑔−1(yj)) 
 

 

d) Définition 

Soit (𝑋𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧ une famille finie de variables aléatoires discrètes sur (Ω, τ, P), 

ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes lorsque : 

∀(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ∏ 𝑋𝑖(Ω)𝑖∈⟦1,𝑛⟧ , P((𝑋𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧=xi) = ∏ 𝑃(𝑋𝑖 = 𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1  

 

 
e) Théorème 

Si (𝑋𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧ une famille finie de variables aléatoires discrètes sur (Ω, τ, P) 

mutuellement indépendantes, alors, quel que soit (𝐴𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧, les événements 

Xi∈ (𝐴𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧ sont mutuellement indépendants. 
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f) Définition 

Soit (𝑋𝑛)𝑛∈ℕ une famille finie de variables aléatoires discrètes sur (Ω, τ, P), 

ces variables sont : 

-deux à deux indépendantes lorsque ∀(𝑖, 𝑗) ∈ ℕ², (i≠j⇒Xi et Xj 

indépendantes). 

 

-mutuellement indépendantes lorsque pour toute partie finie I de ℕ, 

(𝑋𝑖)𝑖∈𝐼est une famille finie de variables aléatoires discrètes mutuellement 

indépendantes. 

 

Exercice :  

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrètes dont la loi conjointe est 

donnée dans le tableau suivant : 

X\Y 1 2 3 4 
1 0,08 0,04 0,16 0,12 
2 0,04 0,02 0,08 0,06 
3 0,08 0,04 0,16 0,12 

 

Déterminer les lois marginales de X et de Y 

Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? 

 

On obtient : P(X=1)=0,4 P(X=2)=0,2 et P(X=3)=0,4 
De même : P(Y=1)=0,2   P(Y=2)=0,1  P(Y=3)=0,4 et P(Y=4)=0,3 
On vérifie que P(X=1,Y=1)=0,08 et P(X=1)P(Y=1)=0,4×0,2=0,08, en 
vérifiant les 11 autres calculs, on peut affirmer que les variables sont 
indépendantes ! 
 

g) Théorème 

Si X1, X2, …, Xn sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes 

alors pour tout m∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧ et pour toutes fonctions f et g, les variables f(X1, 

X2, …, Xm) et g(X1+m, X2+m, …, Xn) sont indépendantes. 

 

Démonstration : Elle se fait par récurrence. 
 

3) Espérance d’une variable aléatoire discrète  

a) Définition 

La variable aléatoire réelle discrète X à valeurs dans un ensemble fini ou 

dénombrable {𝑥𝑛, 𝑛 ∈ 𝐼} est dite d’espérance finie lorsque la famille 

(𝑥𝑛𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛) 𝑛∈𝐼 est sommable, si tel est le cas, on appelle espérance de X le 

réel : E(X) = ∑ 𝑥𝑛𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛) 𝑛∈𝐼  

 

Remarque : On dit que la variable X est centrée si E(X)=0 

 

Exemple : 

-Justifier que pn = 
1

𝑛(𝑛+1)
 correspond à une distribution de probabilités sur ℕ∗ 

-Admet-elle une espérance finie ? 

 

b) Théorème 

Si X est à valeurs dans ℕ, alors E(X) = ∑ 𝑃(𝑋 ≥ 𝑛+∞
𝑛=1 ) 
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Démonstration :  Utiliser le fait que 𝑃(𝑋 = 𝑛)= 𝑃(𝑋 ≥ 𝑛)- 𝑃(𝑋 ≥ 𝑛 + 1) 
 

c) Théorème du transfert (théorème admis) 

Si X est une variable aléatoire et f une application à valeurs réelles définie sur 

X(Ω) de X, alors f(X) est d’espérance finie si et seulement si, la série 
∑ 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛𝑛≥0 )f(𝑥𝑛) converge absolument. 

 

Dans ce cas : E(f(X)) = ∑ 𝑷(𝑿 = 𝒙𝒏𝒏≥𝟎 )f(𝒙𝒏) 

 

 

d) Théorème 

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discrètes. 

On a : ∀𝜶 ∈ ℝ,𝑬(𝜶𝑿 + 𝒀) =  𝜶𝑬(𝑿) + 𝑬(𝒀). Si X≥0, alors E(X) ≥0 

 

Démonstration : 

On applique la formule de transfert à X et à f :x→ 𝛼𝑥 

On applique la formule de transfert à (X,Y) et à f :x→ 𝑥 + 𝑦 

 

E(X) = ∑ 𝑥𝑛𝑃(𝑋 = 𝑥𝑛) 𝑛∈𝐼 donc si X≥0, alors E(X) ≥0 

 

e) Théorème 

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indépendantes, alors 

E(XY)=E(X)E(Y) 

 

Démonstration : Comme X et Y sont indépendantes : 
P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y) 
D’après le théorème de transfert XY est d’espérance finie si et seulement si xy 
P(X=x)P(Y=y) est sommable. 
Or xP(X=x) et yP(Y=y) sont sommables et ∑ 𝑥𝑦 𝑃(𝑋 =(𝑥,𝑦)∈𝑋(𝛺)×𝑌(𝛺)

𝑥)𝑃(𝑌 = 𝑦) = (∑ 𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥)𝑥∈𝑋(𝛺) )( ∑ 𝑦𝑃(𝑌 = 𝑦)𝑦𝑌(𝛺) ) 

 

4) Variance 

a) Théorème de Koenig-Huyghens 

Si la variable aléatoire X² est d’espérance finie, alors X est elle-même 

d’espérance finie. 

 

Si X² est d’espérance finie, alors : V(X) = E(X²)-E(X)² 

 

L’écart-type de X est noté 𝜎(𝑋) =  √𝑉(𝑋) 

 

Démonstration : 
De façon générale, si X² et Y² sont d’espérance finie alors XY est également 
d’espérance finie. 

En effet : (|X|-|Y|)² ≥0 d’où : |XY|≤
1

2
(𝑋2 + 𝑌2) 

Ainsi pour Y=1, on a : |X|≤
1

2
(𝑋2 + 1) 

 
b) Théorème 

On a : ∀(𝒂, 𝒃) ∈ ℝ𝟐, 𝑽(𝒂𝑿 + 𝒃) = 𝒂²𝑽(𝑿) 
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Démonstration: 
On a : ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, 𝑉(𝑎𝑋 + 𝑏)=E((aX+b)²)-(E(aX+b))²=E(a²X²+2abX+b²)-
(aE(X)+b)² = a²E(X²)+2abE(X)+b²-a²E(X)²-2abE(X)-b² = a²V(X) 
 

Remarque : Une variable aléatoire admettant une variance est centrée 

réduite lorsque E(X) = 0 et V(X) = 1 

Par exemple : Si V(X)≠0, 
𝑿−𝑬(𝑿)

𝝈(𝑿)
 est centrée réduite. 

 

5) Inégalités de Markov 

Soit X une variable aléatoire réelle discrète, alors : ∀𝒕 > 𝟎,𝑷(|𝑿| ≥ 𝒕) ≤
𝑬(|𝑿|)

𝒕
 

 

De plus, si X² est d’espérance finie alors : :∀𝒕 > 𝟎,𝑷(|𝑿| ≥ 𝒕) ≤
𝑬(|𝑿|²)

𝒕²
 

 

Démonstration : 
Soit w∈ 𝛺 

Si w∈ {|𝑋| ≥ 𝑎}, alors 1{|𝑋|≥𝑎}(w)=1 or |𝑋(𝑤)| ≥ 𝑎 donc 
|𝑋(𝑤)|

𝑎
≥ 1 (𝑐𝑎𝑟 𝑎 > 0) et  

1{|𝑋|≥𝑎}(w)=1≤
|𝑋(𝑤)|

𝑎
 

Sinon, w∉ {|𝑋| ≥ 𝑎} ,alors 1{|𝑋|≥𝑎}(w)=0 ≤
|𝑋(𝑤)|

𝑎
 car 

|𝑋(𝑤)|

𝑎
 est positive. 

Ainsi : 1{|𝑋|≥𝑎} ≤
|𝑋(𝑤)|

𝑎
 

Donc E(1{|𝑋|≥𝑎}) ≤ 𝐸(
|𝑋(𝑤)|

𝑎
) or E(1{|𝑋|≥𝑎}) = P(|𝑋| ≥ 𝑎) et 𝐸(

|𝑋(𝑤)|

𝑎
) = 

𝐸(|𝑋(𝑤)|)

𝑎
 

 

6) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev 

Soit X une variable aléatoire réelle discrète telle que X² soit d’espérance finie, 

alors : ∀𝜺 > 𝟎,𝑷(|𝑿 − 𝑬(𝑿)| ≥ 𝜺) ≤
𝑽(𝑿)

𝜺²
 

 

Démonstration : 
La variable (X-E(X))² est positive et possède une espérance égale à V(X). 

On applique l’inégalité de Markov : ∀𝜀 > 0, 𝑃((𝑋 − 𝐸(𝑋))
2
≥ 𝜀2) ≤

𝑉(𝑋)

𝜀2
… 

 

7) Variance d’une somme finie de variables aléatoires 

Soit (𝑋𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧ une famille finie de variables aléatoires réelles discrètes dont les 

carrés admettent une espérance finie, alors : 

 V(∑ 𝑿𝒊
𝒏
𝒊=𝟏 ) = ∑ 𝑽(𝑿𝒊)

𝒏
𝒊=𝟏  + ∑ (𝑬(𝑿𝒊𝑿𝒋) − 𝑬(𝑿𝒊)𝑬(𝑿𝒋))(𝒊,𝒋)∈⟦𝟏,𝒏⟧𝟐,𝒊≠𝒋  

 

Corollaire : Si (𝑋𝑖)𝑖∈⟦1,𝑛⟧ une famille finie de variables aléatoires réelles discrètes 

dont les carrés admettent une espérance finie et deux à deux indépendantes, 

alors : V(∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝑉(𝑋𝑖)

𝑛
𝑖=1  

 

8) Définition 

Remarque préliminaire : Si X et Y sont de variance finie, alors il en est de même 

pour X-E(X) et Y-E(Y). Ainsi (X-E(X))(Y-E(Y)) est d’espérance finie. 

 

a) Covariance 
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Si X et Y sont deux variables discrètes réelles dont les carrés sont d’espérance 

finie, alors leur covariance, notée cov(X,Y) = E((X-E(X))(Y-E(Y))) 

 

Remarques : 

Cov(X,X)=V(X) 

 

On peut réécrire : V(∑ 𝑿𝒊
𝒏
𝒊=𝟏 ) = ∑ 𝑽(𝑿𝒊)

𝒏
𝒊=𝟏  + ∑ (𝑬(𝑿𝒊𝑿𝒋) −(𝒊,𝒋)∈⟦𝟏,𝒏⟧𝟐,𝒊≠𝒋

𝑬(𝑿𝒊)𝑬(𝑿𝒋)) avec la covariance. 

D’où : V(∑ 𝑿𝒊
𝒏
𝒊=𝟏 ) = ∑ 𝑽(𝑿𝒊)

𝒏
𝒊=𝟏  + 2∑ 𝒄𝒐𝒗(𝑿𝒊, 𝑿𝒋)𝟏≤𝒊<𝒋≤𝒏  

 

Cov(𝜆𝑋 + 𝑌, 𝑍) = 𝜆cov(X,Z)+cov(Y,Z) 

 
Exercice : On lance deux fois une pièce de monnaie équilibrée, soit X la 

variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de pile obtenus moins un, 

soit Y la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de pile au 

deuxième lancer moins le nombre de pile au premier lancer. 

Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y) 

Calculer cov(X,Y) 

Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? 

 

w X(w) Y(w) 
(P,P) 1 0 
(P,F) 0 -1 
(F,P) 0 1 
(F,F) -1 0 

 

D’où la loi du couple : 

X\Y -1 0 1 
-1 0 1/4 0 
0 1/4 0 1/4 
1 0 1/4 0 

 

Cov(X,Y)=0×(-1) ×1/4+0×(-1) ×1/4+0×(1) ×1/4+0×(1) ×1/4=0 

Or P(X=-1,Y=-1)=0 alors que P(X=-1)P(Y=-1)=1/16 

 

b) Le coefficient de corrélation est : 𝝆(X,Y) = 
𝒄𝒐𝒗(𝑿,𝒀)

𝝈(𝑿)𝝈(𝒀)
 

 

c) Théorème (Formule de Koenig-Huyghens) 

Si X et Y sont de variance finie, alors 

On a : cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y) et -1≤ 𝝆(X,Y) ≤1 

 

Démonstration : 

cov(X,Y) = E((X-E(X))(Y-E(Y)))=E(XY-E(X)Y-E(Y)X+E(X)E(Y)) = E(XY)-

2E(X)E(Y)+E(X)E(Y)= E(XY)-E(X)E(Y). 

 

d) Propriétés : 

L’application : (X,Y)→cov(X,Y) est une forme bilinéaire, symétrique, positive 

sur l’espace vectoriel des variables aléatoires réelles discrètes de variance 

finie. 
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Si X et Y sont de variance finie et indépendantes alors cov(X,Y)=0 

 

Vocabulaire : si un couple de variables aléatoires discrètes réelles et de 

variances finies (X,Y) possède une covariance nulle alors les variables X et Y 

sont dites décorrélées. 

 

 

III. Lois discrètes usuelles 

1) Loi binomiale 

a) Définition : 

Soit p∈]0,1[, la variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramètres n et p 

lorsque : ∀𝑘 ∈ ℕ, P(X=k) = (𝑛
𝑘
)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 

 

Notation : X↪B(n,p) 

 

b) Théorème 

Si X↪B(n,p), alors E(X)=np et V(X)=np(1-p) 

 

Exemple : 

Un restaurateur accueille chaque soir 70 clients. Il sait qu’en moyenne deux 

clients sur cinq prennent une crème brûlée. Il pense que s’il prépare 30 

crèmes brulées, dans plus de 70% des cas, la demande sera satisfaite. 

A-t-il raison ? 

Combien de crèmes brûlées doit-il fabriquer au minimum pour que la 

demande soit satisfaite dans au moins 90% des cas ? 

 

 

2) Loi géométrique 

a) Définition 

Soit p∈]0,1[, la variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramètre p 

lorsque : P(X=0)=0 et ∀𝑘 ∈ ℕ∗, P(X=k) = p(1-p)k-1 

 

Notation : X↪G(p) 

 

b) Théorème 

Si X↪G(p) alors : 

Son espérance est E(X) = 
1

𝑝
, Sa variance est : V(X) = 

1−𝑝

𝑝²
 

 

c) Théorème 

Une variable aléatoire X suivant la loi géométrique est une loi sans mémoire, 

ainsi, ∀(𝑛, 𝑘) ∈ ℕ2, 𝑃(𝑋 > 𝑛 + 𝑘|𝑋 > 𝑛) = 𝑃(𝑋 > 𝑘) 

 

Remarque : La loi géométrique est la seule distribution discrète à être sans 

mémoire. 

 
3) Loi de Poisson 

a) Définition 
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Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramètre 𝜆 lorsque : ∀𝑛 ∈

ℕ, P(X=n) = 𝑒−𝜆
𝜆𝑛

𝑛!
 

 

Notation : X↪ 𝑃(𝜆) 

 

b) Théorème 

Si X↪ 𝑃(𝜆) alors : 

 

Son espérance est : 𝜆 𝑒𝑡 Sa variance est : 𝜆 

 

c) Théorème 

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une 

loi de Poisson de paramètres respectifs 𝜆 et 𝜇, alors X+Y suit la loi de Poisson 

de paramètre 𝜆 + 𝜇 

 

Démonstration : En exercice ! 

 

 

4) Résultats asymptotiques 

a) Théorème : 

Si pour tout entier naturel n, Xn↪ B(n,pn) et si lim
𝑛→+∞

𝑛𝑝𝑛 =  𝜆, alors pour tout 

entier k, on a : lim
𝑛→+∞

𝑃(𝑋𝑛 = 𝑘) =  𝑒
−𝜆 𝜆

𝑘

𝑘!
 

 

 

Démonstration : 

Si Xn↪ B(n,pn), alors P(𝑋𝑛 = 𝑘)=(𝑛
𝑘
)𝑝𝑛

𝑘(1 − 𝑝𝑛)
𝑛−𝑘 

P(𝑋𝑛 = 𝑘)=(𝑛
𝑘
)𝑝𝑛

𝑘exp((n-k)ln(1-𝑝𝑛)) 

Or: 𝑘! (𝑛
𝑘
)~𝑛𝑘, 𝑝𝑛~

𝜆

𝑛
 ainsi (n-k)ln(1-𝑝𝑛)~ − 𝑛𝑝𝑛 → − 𝜆 

P(𝑋𝑛 = 𝑘) ~
1

𝑘!
𝑛𝑘(

𝜆

𝑛
)𝑘𝑒−𝜆 

 

b) Loi faible des grands nombres 

Si Xn est une suite de variables aléatoires 2 à 2 indépendantes et de même loi 

admettant une variance finie, alors : 

Si Sn=∑ 𝑿𝒌
𝒏
𝒌=𝟏 , m=E(X1) et 𝝈 = 𝝈(X1), on a pour tout 𝜺 > 𝟎, P(|

𝟏

𝒏
𝑺𝒏 −𝒎|> 

𝜺)≤
𝝈²

𝒏𝜺²
 

 

Et alors : 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝐏(|
𝟏

𝒏
𝑺𝒏 −𝒎| >  𝜺)=0 

 

Démonstration : 

On a : E(
1

𝑛
𝑆𝑛) = m, de plus V(

1

𝑛
𝑆𝑛) = 

𝑉(𝑋1)

𝑛
 

Par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev : P(|
1

𝑛
𝑆𝑛 − 𝐸(

1

𝑛
𝑆𝑛)|> 𝜀)≤

𝑉(
1

𝑛
𝑆𝑛)

𝜀²
… 

 

IV. Variables aléatoires à densité 

1) Généralités 
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a) Définition 

Soit X une variable aléatoire, on dit que X admet une densité f si sa fonction 

de répartition FX peut s’écrire sous la forme :∀𝑥 ∈ ℝ,𝐹𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞
 où f 

est une fonction à valeurs positives, ayant un ensemble finie de points de 

discontinuité et telle que : ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞
 = 1 

 

b) Caractérisation d’une variable aléatoire à densité 

Soit X une variable aléatoire. 

X est une variable aléatoire à densité si et seulement si sa fonction de 

répartition est continue sur ℝ et de classe C1 sur ℝ privé éventuellement d’un 

ensemble fini de points. 

 

c) Caractérisation des densités d’une variable aléatoire à densité 

Soit f une fonction réelle, f est une densité si et seulement si : 

-f est continue sur ℝ,  

-f est 𝑪𝟏 𝐬𝐮𝐫 ℝ ,éventuellement privé d’un nombre fini de points. 

-∀𝒙 ∈ ℝ, 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎 

-de plus : ∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
 = 1 

 

Exemple : 

Loi uniforme sur [0, 1].  

Soit f : ℝ → [0, 1], telle que f(x) = 1 si x ∈ [0, 1] et f(x) = 0 si x ∉ [0, 1]. Alors f 

est une fonction de densité. C’est la densité de la loi dite uniforme sur [0, 1]. 

Une variable uniforme sur [0, 1] ne prend aucune valeur hors de l’intervalle 

[0, 1]. 

 

Exemple n°2 : 

Loi exponentielle. 

Soit f : ℝ → [0, 1], telle que f(x) = e−x si x ≥ 0 et f(x) = 0 si x < 0. Alors f est 

une fonction de densité. C’est la densité de la loi exponentielle. Une variable 

de loi exponentielle ne prend que des valeurs positives. 

 

 
 

d)    Caractérisation de la fonction de répartition d’une variable aléatoire à 

densité. 

Soit F une fonction réelle, F est une fonction de répartition d’une variable 

aléatoire à densité si et seulement si : 

-F est continue sur ℝ 

-F est de classe C1 sur ℝ, éventuellement privé d’un nombre fini de points 
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-la fonction F est croissante sur ℝ 

-De plus : lim
𝑥→−∞

𝐹(𝑥) = 0 𝑒𝑡 lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = 1  

 

Démonstration : Partir simplement de : :∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞
 

 

Exemple : Soit F définie par : {

0 𝑠𝑖 𝑥 ∈] − ∞, 0[
𝑥

5
 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0,5]

1 𝑠𝑖 𝑥 ∈]5, +∞[

 

Vérifier que F définit une fonction de répartition sur ℝ 

Préciser une densité correspondante 

 

Par exemple f(x) = {

0 𝑠𝑖 𝑥 ∈] − ∞, 0[
1

5
 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0,5]

0 𝑠𝑖 𝑥 ∈]5, +∞[

, mais on pourrait choisir n,’importe 

quels nombres positifs pour f(0) et f(5) 

 
2) Espérance 

Soit X une variable aléatoire de densité f 

Si l’intégrale ∫ 𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞
 converge, alors X admet une espérance et cette 

espérance E(X) = ∫ 𝒕𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
 

 

3) Moments 

Soit k un entier naturel non nul, si l’intégrale ∫ 𝑡𝑘𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞
 converge, alors X 

admet un moment d’ordre k, et ce moment mk(X) = ∫ 𝒕𝒌𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
 

 

4) Variance, écart-type 

Si X admet une espérance et si 𝑙′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒 ∫ (𝑡 − 𝐸(𝑋))²𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞
 converge, alors 

X admet une variance, et cette variance vaut : V(X) = ∫ (𝒕 − 𝑬(𝑿))²𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
 

 

Remarque : V(X) = E(X²)-E(X)² 

 

On définit alors l’écart-type, par 𝜎(𝑋) =  √𝑉(𝑋) 

 

Démonstration : ∫ (𝑡 − 𝐸(𝑋))²𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+𝐴

−𝐴
 = ∫ (𝑡2 − 2𝑡𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑋)²)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

+𝐴

−𝐴
 

Et : ∫ (𝑡 − 𝐸(𝑋))²𝑓(𝑡)𝑑𝑡
+𝐴

−𝐴
 =  ∫ 𝑡²𝑓(𝑡)𝑑𝑡

+𝐴

−𝐴
-2E(X) ∫ 𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

+𝐴

−𝐴
+E(X)²∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

+𝐴

−𝐴
 

Il suffit de passer à la limite… 
 

5) Théorèmes 

a) Théorème de transfert (admis) 

Soit (Ω, τ, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire à densité sur 

cet espace de densité f. 

Soit g une fonction de classe C1 et strictement monotone sur X(Ω). 

Soit Y=g(X) 

Alors Y admet une espérance et E(Y) = ∫ 𝒈(𝒕)𝒇(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
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b) Propriétés 

Soient X et Y deux variables à densité admettant une espérance et une 

variance. On a, ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ² 

E(aX+b) = aE(X)+b  et  E(aX+bY) = aE(X)+bE(Y) 

V(aX+b) = a²V(X) 

 

6) Lois usuelles 

a) Loi uniforme 

Notation : X↪ 𝑈([𝑎, 𝑏]) 

X(Ω)=[a,b] 

Densité : {
∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓(𝑥) =  

1

𝑏−𝑎

∀𝑥 ∉ [𝑎, 𝑏], 𝑓(𝑥) =  0
 

 

E(X) = 
𝑎+𝑏

2
 𝑒𝑡 V(X) = 

(𝑏−𝑎)²

12
 

 

b) Loi exponentielle 

Notation : X↪ 𝐸(𝜆) avec 𝜆 > 0 

X(Ω)=ℝ∗ 

Densité : {
∀𝑥 ∈ ℝ+, 𝑓(𝑥) =  𝜆𝑒−𝜆𝑥

∀𝑥 ∈ ℝ−∗, 𝑓(𝑥) =  0
 

 

E(X) = 
1

𝜆
 𝑒𝑡 V(X) = 

1

𝜆²
 

 

c) Loi normale 

Notation : X↪ 𝑁(𝑚, 𝜎) avec 𝜎 > 0 

X(Ω)= ℝ 

Densité : ∀𝑥 ∈ ℝ, f(x) = 
1

𝜎√2𝜋
𝑒−

(𝑥−𝑚)²

2𝜎²  ,  E(X) = 𝑚 𝑒𝑡 V(X) = 𝜎² 

 

Infos complémentaires sur la loi normale : 

a) X est une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite. 

Pour tout 𝛼 ∈]0,1[, il existe un unique réel positif 𝑢𝛼 tel que P(-𝑢𝛼 ≤ 𝑋 ≤

𝑢𝛼)=1-𝛼. 

 

Démonstration : 
Par symétrie de la courbe de la fonction densité f, on a : 

  
P(−t  X  t) = 2P(0  X  t) = 2 f (x)dx

0

t

 = 2F(t)
  

La fonction F est continue et strictement croissante sur [0,+∞[, il en est de 

même pour la fonction   2F . 
L'aire totale sous la courbe est égale à 1, donc par symétrie, on a : 

0

1
lim ( )

2

t

t
f x dx

→+
=

. 
Si 𝛼 ∈]0,1[ alors 1- 𝛼 ∈]0,1[. 
D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe au moins un réel 𝑢𝛼 
de [0,+∞[,  tel que 2F(t)= 1- 𝛼. 
L’unicité est obtenue par la croissance de F 
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Cas particulier : u0.05≈ 1.96 et u0.01≈2.58 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Intervalles à "1, 2 ou 3 sigmas" 

Soit X~ N(𝜇, 𝜎²) 

 
( ) 0,683P X   −   + 

  

 
( )2 2 0,954P X   −   + 

 

 
( )3 3 0,997P X   −   + 

 
 

Démonstration dans le cas 1 sigma : 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
X

P X P X P P Y


      


− 
−   + = −  −  + = −   = −   

   

avec Y variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite   N(0;1) . 
 
On ne connaît pas de formule explicite d'une primitive de la fonction densité 

de la loi   N(0;1) . 
A l'aide de la calculatrice, d'un logiciel ou d’une table de valeurs, on peut 
cependant obtenir une valeur approchée de la probabilité : 

( )
2

1
2

1

1
1 1 0,683

2

x

P Y e dx


−

−
−   = 

.  

        Exercice : 

        Soit X↪N(20,2) à l’aide de la table ci-jointe, donner : 
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1) P(X>21) 

2) P(X=17) 

3) P(18≤X<20,5) 

4) Déterminer x tel que 

P(20-x≤X≤20+x)=0,95 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7) Remarque : 
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de densités 

respectives f et g, alors Z=X+Y admet pour densité la fonction h définie sur ℝ 

par h(x) = ∫ 𝒇(𝒕)𝒈(𝒙 − 𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
 

 

Exemple : 

Soit X↪ 𝑈([0,1]) et Y de densité g(t) = {
∀𝑡 ∈]0,1[, 𝑔(𝑡) =  

1

2√𝑡

∀𝑥 ∉]0,1[, 𝑔(𝑡) =  0
 

On suppose que X et Y sont indépendantes. 

Déterminer la loi de X+Y 

Cette variable aléatoire admet-elle une espérance ? 

 

Soit h la densité associée. On a h(x) = ∫ 𝒇(𝒙 − 𝒕) ×
𝟏

𝟐√𝒕
𝒅𝒕

+𝟏

𝟎
 

Cherchons pour quelles valeurs de x, on a 0≤ 𝑥 − 𝑡 ≤ 1 

Pour : 𝑥 -1≤ 𝑡 ≤ 𝑥 

1er cas : x≤0, alors : t≤0 donc h(x)=0 

2ème cas : 0≤ 𝑥 ≤ 1, h(x)= ∫
𝟏

𝟐√𝒕
𝒅𝒕

+𝒙

𝟎
 = √𝑥 

3ème cas : 1≤ 𝑥 ≤ 2, h(x)= ∫
𝟏

𝟐√𝒕
𝒅𝒕

+𝟏

𝟎
 = 1 

4ème cas : 2< 𝑥, h(x)=0 

 

Finalement : h(x)={
0 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0 𝑜𝑢 𝑠𝑖 𝑥 > 2

√𝑥 𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
1 𝑠𝑖 1 ≤ 𝑥 ≤ 2

 

De plus : ∫ 𝒕𝒉(𝒕)𝒅𝒕
+∞

−∞
 = ∫ 𝒕√𝒕𝒅𝒕

𝟏

𝟎
 + ∫ 𝒕𝒅𝒕

𝟐

𝟏
 = 

𝟏𝟗

𝟏𝟎
 

 
V. Convergence et approximations 

1) Convergence en loi 

a) Définition : 

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles et soit X une variable 

aléatoire réelle. On note Fn la fonction de répartition de Xn et F celle de X.  
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On dit que la suite (Xn) converge en loi vers X si, en tout réel x où F est 

continue, on a :Fn(x)→F(x). 

 

b) Exemple : 

Pour tout entier naturel non nul, on définit Xn une variable aléatoire suivant 

la loi uniforme sur [
−1

𝑛
;
1

𝑛
] 

Etudier la convergence de la suite (Xn) 

 

D’abord, on détermine la fonction de répartition : Fn(x)=

{
 
 

 
 0 𝑠𝑖 𝑥 ≤

−1

𝑛
𝑛𝑥+1

2
 𝑠𝑖 𝑥 ∈ [

−1

𝑛
;
1

𝑛
]

1 𝑠𝑖 𝑥 ≥
1

𝑛

 

Pour x>0, lim
𝑛→+∞

𝐹𝑛(𝑥) = 1 

Pour x<0, lim
𝑛→+∞

𝐹𝑛(𝑥) = 0 

On reconnaît la fonction de répartition de la variable aléatoire certaine égale 

à 0. 

 

 

2) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev (déjà vu) 

Soit X une variable aléatoire ayant une espérance m∈ ℝ et un écart-type 𝜎 ∈ ℝ 

Alors : ∀𝜀 > 0, 𝑃(|𝑋 −𝑚| > 𝜀)≤
𝜎²

𝜀²
 

 

3) Loi faible des grands nombres (déjà vu) 

Si Xn est une suite de variables aléatoires 2 à 2 indépendantes et de même loi 

admettant une variance finie, alors : 

Si Sn=∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1 , m=E(X1) et 𝜎 = 𝜎(X1), on a pour tout 𝜀 > 0, P(|

1

𝑛
𝑆𝑛 −𝑚|> 𝜀)≤

𝜎²

𝑛𝜀²
 

 

Et alors : lim
𝑛→+∞

P(|
1

𝑛
𝑆𝑛 −𝑚| >  𝜀)=0 

 
4) Approximation de la loi binomiale par la loi normale 

Soit n un entier non nul et p∈]0; 1[ 

Si n≥ 𝟑𝟎, 𝒆𝒕 𝒏𝒑 > 𝟓 𝒆𝒕 𝒏(𝟏 − 𝒑) > 𝟓 

La loi B(n,p) peut être approchée par la loi normale : N(np,√𝒏𝒑(𝟏 − 𝒑)) 

 

Ainsi, si X↪ 𝐵(𝑛, 𝑝), en notant 𝜙 la fonction de répartition de la loi normale 

centrée réduite N(0,1), ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, 𝑎 ≤ 𝑏, 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝜙(
𝑏−𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1−𝑝)
)- 

𝜙(
𝑎−𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1−𝑝)
) 

 

Problème de correction de continuité : 

Lorsqu’on fait des probabilités, on est souvent conduit à remplacer des lois de 

probabilité discrètes par une loi continue. Ce problème s’appelle faire une 

correction de continuité. 

En effet, si on approche une variable X suivant une loi binomiale par une variable 

Y suivant une loi normale. 

Plus précisément, si X↪B(n,p) et Y↪N(np,√𝑛𝑝(1 − 𝑝)) 
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Si on approche P(X=24) par P(Y=24), on aura un problème puisque P(Y=24)=0 

Par exemple, on approche P(X=24) par P(23,5≤ 𝑌 ≤24,5) 

 

5) Approximation de la loi de Poisson par la loi normale 

Soit 𝜆 ∈ ℝ∗+ 

Si 𝝀 ≥ 𝟏𝟓, alors la loi P(𝝀) peut être approchée par la loi N(𝝀, √𝝀) 

Ainsi : 𝐸𝑛 𝑎𝑝𝑝𝑒𝑙𝑎𝑛𝑡 𝜙 la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite 

N(0,1), ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, 𝑎 ≤ 𝑏, 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝜙(
𝑏−𝜆

√𝜆
)- 𝜙(

𝑎−𝜆

√𝜆
) 

  

6) Théorème central limite (admis) 

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de 

même loi, ayant une espérance m∈ ℝ et un écart-type 𝝈>0 

On pose Sn=∑ 𝑿𝒌
𝒏
𝒌=𝟏  et Sn* = 

𝑺𝒏−𝒏𝒎

𝝈√𝒏
 

Alors la suite Sn* converge en loi vers N(0 ;1) c’est-à-dire que∀(𝒂, 𝒃) ∈ ℝ𝟐, 𝒂 ≤

𝒃, 𝑷(𝒂 ≤ 𝑺𝒏
∗ ≤ 𝒃) = 

𝟏

√𝟐𝝅
∫ 𝒆−

𝒙²

𝟐
𝒃

𝒂
𝒅𝒙 

 

Remarque : Dans la pratique, on peut approcher Sn* par N(0 ;1) lorsque n≥ 30 

 

Exemple : 

Un fournisseur d’accès à internet met en place un local d’accès qui dessert 5000 

abonnés. 

Chaque abonné a une probabilité de 20% d’être connecté. Les comportements 

des abonnés sont supposés indépendants les uns des autres. 

-On note X la variable aléatoire égale au nombre d’abonnés connectés, quelle est 

la loi de X ? Son espérance et sa variance ? 

-Soit Y = 
𝑋−1000

√800
, justifier qu’on peut approcher Y par la loi N(0,1) 

-Le fournisseur souhaite savoir combien de connexions simultanées le point 

d’accès doit gérer pour que sa probabilité d’être saturé à un instant donné soit 

inférieure à 2,5%, c’est-à-dire déterminer un entier N tel que P(X≥N)≤ 0,025. 

En utilisant l’approximation précédente, proposer une valeur approchée de ce 

nombre de connexions. 

 

 

 

7) Etude d’un exemple : 

On lance un dé « parfaitement équilibré » n fois, on note Fn la fréquence de sortie 

du 1. 

Trouver un entier n0 à partir duquel : P(|Fn - 
1

6
|≤ 0,01) > 0,95 

-avec Bienaymé-Tchebychev 

-avec la loi normale. 

 

- P(|Fn - 
1

6
|> 0,01) <

𝑉

0,01²
 or V=

𝑝(1−𝑝)

𝑛
= 
5.10−4

36𝑛
 

P(|Fn - 
1

6
|≤ 0,01) = 1 − P(|Fn - 

1

6
|> 0,01)>1-

5.10−4

36𝑛
 

On cherche n tel que : 1-
5.10−4

36𝑛
>0,95 

Soit : n0=27778 
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-On suppose que n>30 

nFn suit B(n,
1

6
) et Tn=

𝑛𝐹𝑛−
𝑛

6

√
5𝑛

36

 = 
𝐹𝑛−

1

6

1

6
√
5

𝑛

 

P(|Fn - 
1

6
|≤ 0,01) =P(|Tn|≤

6.10−2

√
5

𝑛

) et P(|Tn|≤
6.10−2

√
5

𝑛

)>0,95= P(|Tn|≤1,96) 

D’où 
6.10−2

√
5

𝑛

≥ 1,96, d’où n0=5336 

 

 

Exercice n°2 : 

Le but de l’exercice est de démontrer que : 𝑒−𝑛∑
𝑛𝑘

𝑘!
→

1

2
𝑛
𝑘=0  

Soit une suite de variables aléatoires indépendantes (Xn) suivant toutes une loi de 

Poisson P(1) : 

Démontrer que : Sn= X1+… +Xn suit une loi de Poisson(n) 

A l’aide du théorème central limite, donner lim
𝑛→∞

𝑃(
𝑆𝑛−𝑛

√𝑛
≤ 0) 

Démontrer que : 𝑃(
𝑆𝑛−𝑛

√𝑛
≤ 0)= 𝑒−𝑛∑

𝑛𝑘

𝑘!
𝑛
𝑘=0  

Conclure. 

 

Par récurrence… X1+… +Xn suit une loi de Poisson(n) car X1+ X2 suit un P(2) 

On a: lim
𝑛→∞

𝑃(
𝑆𝑛−𝑛

√𝑛
≤ 0) = 

1

√2π
∫ e−

x²

2
0

−∞
dx =  

1

2
 

Indépendamment du calcul précédent, 𝑃(
𝑆𝑛−𝑛

√𝑛
≤ 0) = P(𝑆𝑛 ≤ 0) = ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑘)𝑛

𝑘=0  

Avec X↪P(n), d’où ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑘)𝑛
𝑘=0  = 𝑒−𝑛∑

𝑛𝑘

𝑘!
𝑛
𝑘=0  


