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   Statistiques 

 

La statistique et les probabilités sont les deux aspects complémentaires de l’étude des 

phénomènes aléatoires. Ils sont cependant de natures bien différentes. Les probabilités peuvent 

être envisagées comme une branche des mathématiques pures, basée sur la théorie de la 

mesure. Les probabilités appliquées proposent des modèles probabilistes du comportement de 

phénomènes aléatoires concrets. On peut alors, préalablement à toute expérience, faire des 

prévisions sur ce qui va se produire.  

Par exemple, il est usuel de modéliser la durée de bon fonctionnement d’un système par une 

variable aléatoire X de loi exponentielle de paramètre λ .  

Ayant adopté ce modèle, on dira que la probabilité que le système ne soit pas encore tombé en 

panne à la date t est : P (X> t)=𝑒−𝜆𝑡.  

Dans la pratique, l’utilisateur d’un tel système est très intéressé par ces résultats. Il souhaite 

évidemment avoir une évaluation de la durée de bon fonctionnement de ce système, de la 

probabilité qu’il fonctionne correctement pendant plus d’un mois, un an, etc… Mais si l’on veut 

utiliser les résultats théoriques énoncés plus haut, il faut d’une part pouvoir s’assurer que la 

durée de vie de ce système est bien une variable aléatoire de loi exponentielle, et, d’autre part, 

pouvoir calculer d’une manière ou d’une autre la valeur du paramètre λ . C’est la statistique qui 

va permettre de résoudre ces problèmes.  

 

 

I. Statistique descriptive  

La statistique descriptive a pour but de résumer l’information contenue dans les 

données de façon à en dégager les caractéristiques essentielles sous une forme 

simple et intelligible. Les deux principaux outils de la statistique descriptive sont les 

représentations graphiques et les indicateurs statistiques. 

 

1) Généralités 

Les données dont nous disposons sont des mesures faites sur des individus (ou 

unités statistiques) issus d’une population. On s’intéresse à une ou plusieurs 

particularités des individus appelées variables ou caractères. L’ensemble des 

individus constitue l’échantillon étudié. 

Une variable statistique peut être discrète ou continue, qualitative ou 

quantitative. Les méthodes de représentation des données diffèrent suivant la 

nature des variables étudiées. 

 

On considère une population Ω d’individus w1,…,wn 

Soit X :Ω → ℝ une statistique simple quelconque. 

Notons X(Ω)={𝑥𝑖, 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧} (quitte à les renuméroter, on les suppose rangés 

dans l’ordre croissant). 

 

a) Série statistique discrète 

L’effectif de la valeur 𝑥𝑖 correspond au cardinal noté ni de X-1({𝑥𝑖,}) 

L’effectif cumulé en 𝑥𝑖 correspond à ∑ 𝑥𝑗,𝑖
𝑗=1  

L’effectif total est : ∑ 𝑛𝑖
𝑝
𝑖=1  
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La fréquence de la valeur 𝑥𝑖  correspond à fi =  
𝑛𝑖

∑ 𝑛𝑖
𝑝
𝑖=1

 

La fréquence cumulée de la valeur 𝑥𝑖 correspond ∑ 𝑓𝑗,𝑖
𝑗=1  

 

Remarque : Les familles (xi,ni) ou (xi,fi) sont des familles statistiques 

discrètes. 

 

b) Série statistique groupée 

Soit ]a,b]⊂ ℝ 

L’effectif de la classe ]a,b] est le cardinal de X-1(]a,b]) 

L’effectif cumulé en b est le cardinal de X-1(]-∞,b]) 

L’effectif total est card((Ω)) 

La fréquence de la classe ]a,b] est 
𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑋−1(]a,b])

card((Ω))
 

La fréquence cumulée de la classe ]a,b] est 
𝑐𝑎𝑟𝑑(𝑋−1(]−∞,b])

card((Ω))
 

 

2) Représentations graphiques 

a) Série statistique discrète 

Diagramme en bâtons ou colonnes pour les effectifs, fréquences qu’ils soient 

cumulés ou non 

Polygone des effectifs ou fréquences, cumulés ou non. 

 
 

b) Série statistique groupée 

Histogramme dont les aires sont proportionnelles aux effectifs ou aux 

fréquences 

Polygone des effectifs ou fréquences, cumulés ou non 
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3) Caractéristiques de position 

a) Moyenne empirique 

Si (xi,ni) avec 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧est une série discrète, alors la moyenne empirique de 

l’échantillon est la moyenne arithmétique des observations 𝒙̅ = 
∑ 𝒏𝒊𝒙𝒊

𝒑
𝒊=𝟏

∑ 𝒏𝒊
𝒑
𝒊=𝟏

 

 

Rappel : ∀(𝑎, 𝑏) ∈ ℝ², E(aX+b) = aE(X)+b 

 

b) Valeurs extrêmes 

La plus petite valeur x1
*= min xi et la plus grande valeur xn

*= max xi d’un 

échantillon sont des indications intéressantes. 

 

Problème : Les deux indicateurs que l’on vient de définir sont très sensibles 

aux valeurs extrêmes. En particulier, il arrive parfois qu’une série statistique 

présente des valeurs aberrantes, c’est à dire des valeurs exagérément 

grandes ou petites par rapport aux autres valeurs de l’échantillon. 

Aussi est-il important de disposer d’indicateurs qui ne soient pas trop 

sensibles aux valeurs aberrantes. La médiane empirique est un indicateur de 

localisation construit pour être insensible aux valeurs aberrantes 

 

c) Médiane empirique 

On appelle médiane empirique d’une série statistique la valeur du caractère 

qui partage les fréquences et donc les effectifs en deux parties de même 

effectif 

 

Pour une série discrète : 

Soit X :Ω → ℝ une statistique simple quelconque. 

Notons X(Ω)={𝑥𝑖, 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧} (quitte à les renuméroter, on les suppose rangés 

dans l’ordre croissant). 

Si p est impair, la médiane de cette série est le nombre 𝑥𝑝+1

2

 

Si p est pair, la médiane de cette série est le nombre 
𝑥𝑝

2
+𝑥𝑝

2
+1

2
 

 

Pour une série regroupée : 

La médiane est le réel 𝜇 correspondant à 50% des fréquences cumulées. 

 

 

4) Caractéristiques de dispersion. 

Pour exprimer les caractéristiques d’un échantillon, il est nécessaire de 

compléter les indicateurs de localisation par des indicateurs de dispersion, qui 

mesureront la variabilité des données. 

 

Si (xi,ni) avec 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧est une série discrète, on appelle variance empirique de la 

série notée V(X) la quantité : E(X²)-E(X)² 

L’écart-type empirique : 𝝈(𝑿) =  √𝑽(𝑿) 
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Etude d’un exemple : 

 
La température annuelle moyenne est de 12.5° à New-York et de 13.7° à San 

Francisco. En se basant uniquement sur ces moyennes, on pourrait croire que les 

climats de ces deux villes sont similaires. Or il est clair que la différence de 

température entre l’hiver et l’été est beaucoup plus forte à New-York qu’à San 

Francisco. Ainsi, l’écart-type des températures annuelles est de 8.8° à New-York 

et de 3° à San Francisco, ce qui exprime bien la différence de variabilité des 

températures entre les deux villes. 

 

II. Statistique descriptive à 2 variables 

1) Généralités 

Soient X et Y deux séries statistiques simples, on appelle statistique double 

l’application : (X,Y) :Ω → ℝ², notée ((xi ;yi),ni,j) avec i∈ ⟦1, 𝑝⟧ 𝑒𝑡 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑞⟧ 

 

L’espérance de XY, notée E(XY) = 
𝟏

𝒏
∑ ∑ 𝒏𝒊,𝒋𝒙𝒊𝒚𝒋𝒋∈⟦𝟏,𝒒⟧𝐢∈⟦𝟏,𝒑⟧  

 

La covariance de X,Y notée cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y) 

 

 

Exemple : 
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2) Coefficient de corrélation linéaire : 

On a 𝝆 =  
𝒄𝒐𝒗(𝑿,𝒀)

𝝈𝑿𝝈𝒀
 

 

Ainsi, si X et Y sont indépendantes, comme E(XY)=E(X)E(Y) alors cov(X,Y)=0, 

donc le coefficient de corrélation est nul donc les variables X et Y sont dites 

décorrélées. 

 

La réciproque est cependant fausse, par exemple, si E(X)=0 et en prenant Y=|X|. 

  Etude d’un exemple : 

   

  On obtient : 1,8 pour la covariance et 0,906 de coefficient de corrélation ! 

        En résumé (en bleu les commandes R permettant l’obtention des calculs) 
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3) Méthode des moindres carrés. 

i) Positionnement du problème 

De nombreuses séries statistiques (𝑥𝑖; 𝑦𝑖)1≤𝑖≤𝑛sont reliées par des 

conditions du type y=ax+b. Ce peut être aussi le cas de grandeurs issues 

de la physique. En général, en raison des erreurs de mesure, les 

points (𝑥𝑖; 𝑦𝑖)1≤𝑖≤𝑛 ne sont pas alignés, mais sont "presque" sur une 

même droite. Il faut alors choisir a et b de sorte que la droite soit la 

meilleure possible. 

Pour cela, il faut choisir une mesure de l'écart entre une droite y=ax+b et 

le nuage de points expérimentaux (𝑥𝑖  ; 𝑦𝑖)1≤𝑖≤𝑛 

On choisit en général le carré de la différence entre le point théorique et 

le point expérimental, c'est-à-dire (yi−(axi+b))². L'écart total est donc : 

J(a,b)=∑ (𝑦𝑖 − 𝑎𝑥𝑖 − 𝑏)²𝑛
𝑖=1  

Effectuer une régression linéaire au sens des moindres carrés, c'est 

trouver la droite qui minimise l'écart précédent, c'est-à-dire la somme des 

carrés des différences : on parle de droite des moindres carrés. 

ii) Théorème : 

Si la variance Var(X) de la série statistique X=(xi) est non nulle, il existe une 

unique droite qui minimise la quantité J(a,b).  

a=Cov(X,Y)/Var(X) et b=𝒀̅ − 𝒂𝑿̅,où Cov(X,Y) désigne la covariance de X et de Y 

𝑿 ̅la moyenne de (xi) et 𝒀̅ la moyenne de (yi). 

 

Démonstration : 

Elle est faite complètement dans l’exercice n°1 de la feuille d’exercices. 

 

iii) Exemple : 

La tension U aux bornes d'une batterie de force électromotrice E et de résistance 

interne R est U=E−RI où I est l'intensité. On a procédé à différentes mesures : 

 
La régression linéaire donne E=11,9 et R=11,07. 

 

III. Estimation 

Dans ce chapitre, on suppose que les données 𝑥1, … , 𝑥𝑛 sont n réalisations 

indépendantes d’une même variable aléatoire X , appelée variable parente. Il est 

équivalent de supposer que 𝑥1, … , 𝑥𝑛 sont les réalisations de variables aléatoires 

𝑋1, … , 𝑋𝑛 indépendantes et de même loi. Nous adopterons ici la seconde formulation, 

qui est plus pratique à manipuler. 



7 
 

Deuxième année classe préparatoire INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai, M. Calciano 

Les techniques de statistique descriptive, comme l’histogramme ou le graphe de 

probabilités, permettent de faire des hypothèses sur la nature de la loi de probabilité 

des Xi . 

Des techniques statistiques plus sophistiquées, appelées tests d’adéquation, 

permettent de valider ou pas ces hypothèses. On supposera ici que ces techniques 

ont permis d’adopter une famille de lois de probabilité bien précises (par exemple, 

loi normale, loi binomiale, etc ...) pour la loi des Xi , mais que la valeur du ou des 

paramètres de cette loi est inconnue.  

On notera θ le paramètre inconnu. A priori, θ peut-être un paramètre à plusieurs 

dimensions, mais on supposera ici que θ est un réel. On notera F(x;θ) la fonction de 

répartition des Xi . Pour les variables aléatoires discrètes on notera P(X = x;θ ) les 

probabilités élémentaires, et pour les variables aléatoires continues, f(x;θ )la densité.  

Le problème traité dans ce chapitre est celui de l’estimation du paramètre θ . Il s’agit 

de donner, au vu des observations 𝑥1, … , 𝑥𝑛  une approximation de θ que l’on espère 

la plus proche possible de la vraie valeur inconnue.  

On pourra proposer une unique valeur vraisemblable pour θ (estimation ponctuelle) 

ou un ensemble de valeurs vraisemblables (intervalle de confiance) à l’aide 

d’estimateurs (sans biais, convergents etc.) 

1) Généralités 

a) Définition 

Un n-échantillon de X est un n-uplet (X1, X2, . . . , Xn) tel que les Xk ont la même 

loi que X et sont indépendantes. 

Une réalisation de l’échantillon est alors un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) de valeurs 

prises par l’échantillon. 

b) Définition 

Une statistique « s » est une fonction des observations x1, x2, . . . , xn. En ce qui 

concerne ce cours, elle sera à valeurs dans ℝ. 

 

Exemple : x*= min xi, 𝑥̅ = 
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  sont des statistiques 

 

Remarque : s(x1, x2, . . . , xn) et 𝑥̅ = 
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  sont des réalisations 

respectivement de s(X1, X2, . . . , Xn) et de 𝑋̅ = 
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  

 

Un estimateur d’une grandeur θ est une statistique Sn à valeurs dans 

l’ensemble des valeurs possibles de θ. 

Une estimation est la valeur de l’estimateur correspondant à une réalisation 

de l’échantillon. 

 

Exemple : 𝑋̅ = 
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  est un estimateur de l’espérance mathématique. 
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Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un paramètre 𝜃 

Soit (𝑋1,…,𝑋𝑛) un n-échantillon de la variable X 

On appelle estimateur de 𝜃 toute variable aléatoire 𝑇𝑛 qui s’exprime en 

fonction des variables aléatoires 𝑋1,…,𝑋𝑛 et dont l’expression ne fait pas 

apparaître 𝜃. 

En d’autres termes, 𝑇𝑛 est un estimateur de 𝜃 s’il existe une fonction 𝜑 de n 

variables telle que : 𝑇𝑛 = 𝜑(𝑋1,…,𝑋𝑛) 

Dans ce cas, on appelle estimation de 𝜃 tout réel de la forme 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑛) avec 
(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋1(Ω) ×…× 𝑋𝑛(Ω) 

 

Ainsi : 𝑋1 +…+𝑋𝑛 et √𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛 sont des estimateurs de 𝜃 

Alors que : 𝑋1 +…+𝑋𝑛 − 𝜃 n’est pas un estimateur de 𝜃 puisqu’il s’exprime 

avec 𝜃 ! 

 

c) Définition 

A priori, n’importe quelle fonction des observations à valeurs dans 

l’ensemble des valeurs possibles de θ est un estimateur de θ . Mais un 

estimateur Sn de θ ne sera satisfaisant que si, pour n’importe quelle 

observation x1, x2, . . . , xn, il est « proche », en un certain sens, de θ . 

Pour cela, il faut d’abord que, si on répète plusieurs fois l’expérience, la 

moyenne des estimations obtenues soit très proche, et dans l’idéal égale à θ . 

Cela revient à souhaiter que l’espérance de l’estimateur soit égale à θ . 

 

Il est ainsi naturel d’évaluer l’écart entre l’espérance de l’estimateur et θ. 

Le biais de l’estimateur T de θ est E[T]−θ. 

S’il est nul, on dit que T est un estimateur sans biais. 

L’estimateur Tn est asymptotiquement sans biais si lim E[Tn] = θ. 

 

Notation : On note souvent le biais bθ(T). 

 

d) Définition 

L’estimateur est dit convergent si la suite (Tn) converge en probabilité vers 

θ0 : ∀ε > 0, 𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑷(|𝑻𝒏 − 𝜽𝟎| > 𝜺) =0 

 

Remarque : D’après Bienaymé-Tchebychev pour qu’un estimateur 

asymptotiquement sans biais soit convergent il suffit que V(Tn)→ 0 

 

e) Définition 

Soit T un estimateur de θ. 

Le risque quadratique est défini par R(T, θ) = E[(T − θ)²]=V(T)+ bθ(T)² 

 

On dit que T1 est un meilleur estimateur que T2 si ∀θ ∈ I, R(T1, θ) ≤ R(T2, θ)  

 

De deux estimateurs sans biais, le meilleur est celui qui a la plus petite 

variance. C’est logique : il faut non seulement que la moyenne des 

estimations soit proche de θ , mais aussi que chaque estimation soit la plus 

proche possible de θ , donc que la variabilité de l’estimateur Sn soit faible. 

Finalement, on considèrera que le meilleur estimateur possible de θ est un 
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estimateur sans biais et de variance minimum (ESBVM). Un tel estimateur 

n’existe pas forcément 

 

f) Exemples classiques 

Soit X une variable aléatoire telle que E[X] = m et Var(X) = σ² . 

𝑋̅ = 
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  est un estimateur sans biais et convergent de l’espérance 

mathématique m. 

 

2) Estimateurs par la méthode des moments 
C’est la méthode la plus naturelle. L’idée de base est d’estimer une espérance 

mathématique par une moyenne empirique, une variance par une variance 

empirique, etc. 

Si le paramètre à estimer est l’espérance de la loi des Xi , alors on peut l’estimer 

par la moyenne empirique de l’échantillon. Autrement dit, si θ = E[X], alors 

l’estimateur de θ par la méthode des moments (EMM) est 𝜃𝑛̃ = 𝑋𝑛
̅̅̅̅  = 

1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  

 

Plus généralement, pour θ ∈ ℝ, si E[X] = ϕ(θ), où ϕ est une fonction inversible, 

alors l’estimateur de θ par la méthode des moments est 𝜃𝑛̃ = ϕ-1(𝑋𝑛
̅̅̅̅ ) 

 

De la même manière, on estime la variance de la loi des Xi par la variance 

empirique de l’échantillon 𝑆𝑛² = 
1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 ² - E(Xn)² 

 

Exemple n°1 : Loi de Bernoulli 

Si X1, . . . , Xn sont indépendantes et de même loi de Bernoulli B(p), E[X] = p. 

L’estimateur de p par la méthode des moments est 𝑝𝑛̃= 𝑋𝑛
̅̅̅̅ .  

Cet estimateur n’est autre que la proportion de 1 dans l’échantillon. On retrouve 

donc le principe d’estimation d’une probabilité par une proportion. 

 

Exemple n°2 : Loi exponentielle 

Si X1, . . . , Xn sont indépendantes et de même loi exponentielle exp(λ), E[X] = 1/λ. 

Donc l’estimateur de λ par la méthode des moments est λ𝑛̃ = 
1

𝑋𝑛̅̅ ̅̅
 

 

Exemple n°3 : Loi normale 

Si X1, . . . , Xn sont indépendantes et de même loi normale N (m, σ² ), E[X] = m et V 

ar[X] = σ² , donc les estimateurs de m et σ² par la méthode des moments sont 

𝑚𝑛̃= 𝑋𝑛
̅̅̅̅ .et σ𝑛²̃=   = 𝑆𝑛² 

 

Exemple n°4 :  

Si X1, . . . , Xn sont indépendantes et de même loi avec E[X] = a/λ et Var[X] = a/λ² . 

On en déduit facilement que : λ = E[X]/Var[X] et a = E[X]²/ Var[X] 

 

Donc la EMM donne λ𝑛̃ = E[Xn]/ 𝑆𝑛² et 𝑎𝑛̃= E[Xn]²/ 𝑆𝑛² 
 

3) Estimateurs par intervalle de confiance 

Pour l’estimation ponctuelle, on considère un paramètre inconnu θ,  un ensemble 

de valeurs observées (x1, . . . , xn), réalisations d’un échantillon aléatoire (X1, . . . , 

Xn), et son estimation ponctuelle 𝑥𝑛̅̅ ̅ =  
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 . 
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Les estimations ponctuelles n’apportent pas d’information sur la précision des 

résultats, c’est-à-dire qu’elles ne tiennent pas compte des erreurs dues aux 

fluctuations d’échantillonnage 

Pour évaluer la confiance que l’on peut avoir en une valeur, il est nécessaire de 

déterminer un intervalle contenant, avec une certaine probabilité fixée au 

préalable, la vraie valeur du paramètre : c’est l’estimation par intervalle de 

confiance 

 

a) Définition 

Soit (X1, . . . , Xn) un n-échantillon aléatoire et θ un paramètre inconnu de la loi 

des Xi . 

Soit α ∈]0, 1[. S’il existe des v.a.r. θmin(X1, . . . , Xn) et θmax(X1, . . . , Xn) telles 

que P(θ∈[ θmin(X1, . . . , Xn),θmax(X1, . . . , Xn)] )= 1-𝛼 

 

On dit alors que[ θmin(X1, . . . , Xn),θmax(X1, . . . , Xn)] est un intervalle de 

confiance pour θ avec un coefficient de confiance 1-𝛼 noté IC 

 

Dans la pratique, on peut prendre par exemple α = 5%, ce qui nous donne un 

IC à 95%. Cela signifie qu’il y a 95% de chance que la valeur inconnue θ soit 

comprise entre θmin(x1, . . . , xn) et θmax(x1, . . . , xn). 

 

 

b) Intervalle de confiance pour l’espérance et la variance dans un échantillon 

Gaussien. 

Soit (X1, . . . , Xn) un n-échantillon de v.a.r. de loi N (µ, σ² ). 

 

i) Si la variance σ² est connue 

Pour estimer µ, on utilise la moyenne empirique 𝑋𝑛
̅̅̅̅  = 

1

𝑛
∑ 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  qui a 

pour loi N (µ, σ²/n). 

 

Ainsi, √𝑛
𝑋𝑛̅̅ ̅̅  −𝜇

𝜎
~𝑁(0,1) 

 

On détermine 𝑧1−𝛼/2, tel que P(−𝑧1−𝛼/2 ≤ √𝑛
𝑋𝑛̅̅ ̅̅  −𝜇

𝜎
≤ 𝑧1−𝛼/2)=1-𝛼, 

on obtient un IC=[𝑋𝑛
̅̅̅̅ −𝑧1−𝛼/2

𝜎

√𝑛
;  𝑋𝑛

̅̅̅̅ +𝑧1−𝛼/2
𝜎

√𝑛
] 

 

Au fait, pourquoi, 𝑧1−𝛼/2 et non 𝑧1−𝛼 ? 

Si X~𝑁(0,1), P(−𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥)=P(𝑋 ≤ 𝑥)-P(𝑋 ≤ −𝑥) 
Or par symétrie de la Gaussienne : P(𝑋 ≤ −𝑥) = P(X≥x) 
Et P(−𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥)=P(𝑋 ≤ 𝑥)- P(X≥x) = P(𝑋 ≤ 𝑥)-(1- P(𝑋 ≤ 𝑥)) 
Donc : P(−𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥)=2 P(𝑋 ≤ 𝑥)-1 
 
Ainsi P(−𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥) = 1-𝛼 ⟺ 2 P(𝑋 ≤ 𝑥)-1 = 1-𝛼 

D’où l’utilisation de IC=[𝑥𝑛̅̅ ̅−𝑧1−𝛼/2
𝜎

√𝑛
;  𝑥𝑛̅̅ ̅+𝑧1−𝛼/2

𝜎

√𝑛
] où 𝑥𝑛̅̅ ̅ est 

l’estimation ponctuelle de µ associée à la réalisation du n-échantillon 

(X1, . . . , Xn). 

 

Remarque : Dans le cadre d’un intervalle à 95%, on z1−α/2 ≈ 1.96 
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ii) Si la variance σ² est inconnue 

Lorsque la variance σ² est inconnue, il est alors nécessaire de 

remplacer dans les formules précédentes cette quantité par la 

variance empirique, qui en est un estimateur convergent. Il faut donc 

considérer non plus la quantité √𝑛
𝑋𝑛̅̅ ̅̅  −𝜇

𝜎
 mais √𝑛

𝑋𝑛̅̅ ̅̅  −𝜇

𝑆𝑛
 qui ne suit pas 

une loi normale mais une loi de Student à n-1 degrés de liberté. 

 

Ainsi, √𝑛
𝑋𝑛̅̅ ̅̅  −𝜇

𝑆𝑛
~𝑇𝑛−1 

 

A l’aide de tables de la loi de Student, on détermine 𝑡1−𝛼/2, tel que 

P(−𝑡1−𝛼/2 ≤ √𝑛
𝑋𝑛̅̅ ̅̅  −𝜇

𝑆𝑛
≤ 𝑡1−𝛼/2)=1-𝛼, on obtient un 

IC=[𝑋𝑛
̅̅̅̅ −𝑡1−𝛼/2

𝑆𝑛

√𝑛
;  𝑋𝑛

̅̅̅̅ +𝑡1−𝛼/2
𝑆𝑛

√𝑛
] 

 

D’où l’utilisation de IC=[𝑥𝑛̅̅ ̅−𝑡1−𝛼/2
𝑆𝑛

√𝑛
;  𝑥𝑛̅̅ ̅+𝑡1−𝛼/2

𝑆𝑛

√𝑛
]où 𝑥𝑛̅̅ ̅ est 

l’estimation ponctuelle de µ associée à la réalisation du n-échantillon 

(X1, . . . , Xn). 

 

Remarque : Dans le cadre d’un intervalle à 95%, on t3;0.975 = 3.182. 
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c) Etude d’un exemple 

Une entreprise chimique commercialise un polymère servant à la fabrication 

de microprocesseurs et stocké dans une cuve dont la caractéristique à 

contrôler est la viscosité ; celle-ci doit être comprise entre 75 et 95 pour 

pouvoir commercialiser le polymère. 

Quatre extractions ont été réalisées dans des zones différentes de la cuve et 

ont conduit aux valeurs de l’échantillon :x1 = 78, x2 = 85, x3 = 91, x4 = 76, 

réalisation des variables aléatoires X1, X2, X3, X4.  

L’entreprise a besoin d’estimer la viscosité et aussi de connaître la précision 

de cette estimation. Ayant choisi a priori un seuil de 5%, il s’agit de fournir 

aux clients des intervalles de confiances à 95% pour µ. 

1) Résumer les estimations ponctuelles 

2) Donner l’intervalle de confiance avec σ = 5 

3) Donner l’intervalle de confiance sans connaître la variance 

 

– Le modèle considère que les variables Xi sont indépendantes selon une loi N (µ, σ² ); µ 

représente la moyenne de la viscosité dans la cuve tandis que σ² prend en compte la 

variabilité de la viscosité au sein de la cuve et celle due à l’erreur de mesure. 

– Les paramètres sont la moyenne µ et la variance σ² . 

– Les estimateurs sont 𝑋̅ de µ et S2 de σ 2 . 

– Les estimations ponctuelles sont x = 82.5 et s = 6.86. 

 

 

Il est admis que la variabilité du processus de fabrication est constante et connue avec σ 

= 5. Dans ce cas, l’estimateur de µ est gaussien, z1−α/2 = 1.96 et les formules précédentes 
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conduisent à l’estimation de l’intervalle de confiance de µ : [82.5 − 1.96 × 5/2; 82.5 + 

1.96 × 5/2] = [77.6; 87.4]. 

L’intervalle obtenu est bien à l’intérieur de la spécification ([75; 95]). 

 

La variance n’est plus supposée constante et connue, elle doit être estimée. L’estimation 

de l’écart-type est s = 6.86. Celui-ci est certes plus important que la valeur théorique 

précédente mais surtout, l’estimateur de la moyenne µ suit maintenant une loi de 

Student à n − 1 = 3 degrés de liberté. La table de la loi en question fournit le 1 − α/2-

quantile t3;0.975 = 3.182. 

82.5 − 3.182 × 6.86/2; 82.5 + 3.182 × 6.86/2] = [71.6; 93.4]. 

L’intervalle n’est pas contenu dans la spécification. On peut noter l’augmentation 

sensible de la taille de cet intervalle par le simple fait de devoir estimer la variance plutôt 

que de la supposer connue… 

 

4) Estimation d’une proportion 

On désire évaluer la probabilité p qu’un événement A se produise au cours d’une 

expérience donnée : p = P(A) . Pour cela, on fait n expériences identiques et 

indépendantes et on compte le nombre x de fois où A s’est produit. x est la réalisation 

d’une variable aléatoire X qu’on sait être de loi binomiale B(n, p) . 

Exemple : Une élection oppose deux candidats A et B. Un institut de sondage interroge 

800 personnes sur leurs intentions de vote. 420 déclarent voter pour A et 380 pour B. 

Estimer le résultat de l’élection, c’est estimer le pourcentage p de voix qu’obtiendra le 

candidat A. En supposant que les réponses des 800 personnes interrogées sont 

indépendantes, on est bien dans le cas de figure de l’estimation d’une proportion. 

a) estimation ponctuelle 

Remarquons que nous n’avons ici qu’une seule réalisation de X (ne pas confondre la 

variable binomiale X qui compte les succès avec les Bernoulli), c’est à dire un 

échantillon de taille 1. 

Pour une fois, la notation n ne désigne pas la taille de l’échantillon. Il est naturel 

d’estimer la probabilité p que A se produise par le pourcentage 
𝑋

𝑛
 de fois où A s’est 

produit au cours des n expériences.  

Par la méthode des moments, on a E(X) = np, donc l’EMM de p est 
𝑋

𝑛
 

 

b) estimation par intervalle de confiance 

On peut dans le cas où np≥5 et n(1-p)≥5, approcher la loi binomiale B(n,p) par la loi 

normale N(np, √𝑛𝑝(1 − 𝑝)
2

), ainsi 
𝑋−𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1−𝑝)
 suit approximativement la loi N(0,1). 

On peut alors déterminer 𝑢𝛼 tel que : P(|
𝑋−𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1−𝑝)
| ≤ 𝑢𝛼)=1- 𝛼 

Il reste à construire l’IC à partir de : |
𝑋−𝑛𝑝

√𝑛𝑝(1−𝑝)
| ≤ 𝑢𝛼 

 

Remarque : On peut utiliser une version approchée de l’intervalle de confiance d’une 

proportion avec la formule : IC=[𝒑𝒏−𝒛𝟏−𝜶/𝟐
𝟏

𝟐√𝒏
;  𝒑𝒏+𝒛𝟏−𝜶/𝟐

𝟏

𝟐√𝒏
] où 𝒑𝒏 représente la 

proportion observée dans l’échantillon de taille n avec erreur à 𝜶% (Avec 𝑧1−𝛼/2, tel 

que P(−𝑧1−𝛼/2 ≤ 𝑋 ≤ 𝑧1−𝛼/2)=1-𝛼 où X~𝑁(0,1), formule basée uniquement sur la 

majoration de √𝑝(1 − 𝑝) par 
1

2
) 


