Exercice n°1 (sur 3 points)
Soit BE M;(R), tel que Sp(B)c{0,1,2} et tr(B) = 3 et det(B)=0

1) a) Déterminer le polyndme caractéristique de B.
b) B est-elle diagonalisable ? Justifier.

2) Que peut-on dire du polynéme caractéristique de B si : BE M3(R), tel que Sp(B)c{0,1,2} et
tr(B) =37

Probléme (sur 14 points)
Le but du probleme est d’étudier les suites (un), (va) et (wn) définies par :

Unt1 = 2Up — Up + Wy
u=1,vo=0,wp=0et:Vn € N Upse1 = Vp Wy,

Wpe1 = —Up + v, + W,
2 -1 1 Un
Onnote:A=| 0 1 1])etpourn €N,X,=| Vn
-1 1 1 Wn

Partie 1
Soit f 'endomorphisme de R3 dont A est la matrice dans la base canonique.

1) Montrer que le polyndme caractéristique de A est : y,(x) = (x — 2)(x — 1)?
2) Déterminer les valeurs propres de A.

3) Lamatrice A est-elle inversible ?

4) Lamatrice A est-elle diagonalisable ?

Partie 2 : On considére les éléments de R3 : b1=(0,1,1) ; b2=(1,1,0) et b3=(0,0,1)
1) Montrer que B=(b1,bz,b3) est une base de R3

2 0 0
2) Montrer que la matrice de f dans la base B est : T=<0 1 1)

0 0 1
3) On note P la matrice de passage de la base canonique de R 4 B

Donner I'expression de P.

-1 1 0
4) Vérifier que P-1 = ( 1 0 0>
1 -1 1
5) Quelle estla relation entre A,P,T et P-1?

Partie 3
0 0 O
1) Onnote T=N+DavecN=(0 0 1 |.Déterminer D
0 0 O

2) Vérifier que N et D commutent.

3) Parrécurrence, déterminer pour tout entier n supérieur ou égal a 2, Nn

4) Déterminer I'expression de T»

5) Pour tout entier n, établir une relation entre X,41, A et X,

6) En déduire I'expression de X, en fonction de A, n et Xo

7) Déterminer An en fonction de Tn, P et P-1 (inutile de justifier par récurrence)
8) Déterminer 'expression des suites (un), (Vo) et (wn) en fonction de n.
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