Chapitre :

Espaces vectoriels normés

Dans tout le chapitre, et comme d’habitude, K désigne R ou C.

I. Généralités

D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Définition

On appelle norme sur un K-espace vectoriel E, une application N :E—» R*
vérifiant :

Pour toutx de E, N(x) = 0=x=0

Pour tout A de K, et x de E, N(1x) = [1|N(x)

Pour tout (x,y)€E?, N(x+y)<N(x)+N(y)

Définition

Tout espace vectoriel muni d'une norme est appelé espace vectoriel normé.
Notations :

On note (E,N) I'espace vectoriel muni de la norme N

On note le plus souvent ||. || la norme N

Remarque
Si ||. ]| désigne une norme, alors ||0|| =0etVx € E, ||—x]|| = ||x]|

Exemples
L’application x—|x| est une norme sur K

L'application K*- R*, (x,y) = max(|x| ;|y|) est une norme sur K? appelée norme
infinie et notée ||. || «

L'application K*— R*, (x,y) — |x|+]|y| est une norme sur K?, appelée norme 1 et
notée ||.|| ;

Démonstration : Il suffit de vérifier I'axiomatique !
Proposition
Soit E un espace préhilbertien réel (c’est-a-dire un R-espace vectoriel muni d'un

produit scalaire (|)) alors I'application : x— /(x|x) est une norme sur E.

Démonstration : Il suffit de vérifier I'axiomatique de la norme (I'inégalité
triangulaire s’obtient en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

Définition : Un vecteur x de E est dit unitaire si ||x|| = 1

Inégalité triangulaire

Soit x et y deux vecteurs de E, alors,on a: ||| x|| — ||yl |[< [lx + yIl < [Ix]] + ||yl|
Démonstration :
Commencons par montrer :||x|| — ||yl < llx + yll < llx]| + Iyl

Cela revient a montrer que : ||x|| < |[x + yl[+llyll etllx + Il < [[xI[ + Iyl
orllxll =llx +y -yl < llx + yll etllx + yll < [lx]l + [yl

De plus, comme x et y ont des réles symétriques, on a : ||yl — ||x|]| < llx + y|| <
[l + Ml ll-..
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8) Distance associée a une norme
On appelle distance associée a la norme ||. || 'application
d:E*> R*,(xy) = llx — yll

9) Inégalité triangulaire en termes de distance
Pour tout (u,v,w) de E3, on a |[d(u,v)-d(v,w)| <d(u,v)+d(v,w)

10) Boules ouvertes, boules fermées
On peut définir une boule fermée : Bi(a,r) = {x€ E,N(a — x) < r}
On peut définir une boule ouverte : B(a,r) = {x€ E,N(a — x) < r}

On peut définir une sphére: S(a,r)={x€ E,N(a — x) =r}

On peut représenter dans R? les boules centrées en (g2 et de rayon 1 associées
aux normes ||« ||, || - |lz et || - [|oe-

-1l Iz Il llos
l}[ lf 1][
- = _4

11) Partie convexe
Une partie A de E est dite convexe si V(x,y) € A%,v4 € [0,1], (1 — )x+ Ay€A

12) Partie bornée
Une partie A de E est dite bornée s’il existe un réel positif R tel que :
Va€eA, ||a|| £ R

13) Définition
Soit X un ensemble non vide.
Une application f :X—E est dite bornée si f(X) est une partie bornée de E.
Autrement dit: 3R € R*,Vx € X, ||[f ()|l <R

14) Généralisation
a) Normes sur K»
Soit x un vecteur de Kn, en notant (xi,....X») S€s composantes, on a :

Xl co=maxiep a2, 1xll1=2Xi=q |2x;] et [|xll = / il ?

(et les trois applications sont des normes...)

b) Espace des fonctions bornées
L’application : B(X,K)= R™, f— ||f|| est une norme sur B(X,K), appelée
norme infinie.

Démonstration : Il suffit de vérifier I'axiomatique en remarquant que {/f(x)/,

X€ X } est une partie non vide et majorée de R, donc elle posséde une borne
supérieure.
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IL.

Suite d’éléments dans un evn

D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Définition
Soit (an) une suite d’éléments de E, et soit L. un élément de E.
On dit que la suite (a;) converge vers L si la suite (||a,, — L||,,cy)tend vers 0.

Propriété dite de I'unicité de la limite
Soit (an) une suite d’éléments de E, et soit L1 et L, deux éléments de E
Sian— Lietsian— Lzalors L1 = L2

Démonstration : 0<d(L;; L2)< d(Li;a,) + d(Lz;a,) =0

Définition
Soit (an) une suite d’éléments de E, alors la suite est dite convergente s'il existe L
un élément de E tel que: a,— L

Une suite qui n’est pas convergente est divergente.

Attention : La convergence d'une suite dépend de la norme choisie, ainsi une
suite peut étre convergente pour une norme et divergente pour une autre.

Opérations sur les limites
Si deux suites a, et b, convergent respectivement vers L; et Ly, etsia et §
désignent deux scalaires, alors la suite aa,, + Bb, converge vers aL, + [L,

Proposition
Si une suite (a,),en converge vers L, alors la suite ||a,, || converge vers ||L||

Démonstration : On a : 0< |||la,|| = IIL||| < lla, — L|| =0

Proposition
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration :
Si an est convergente alors ||a, || est convergente, donc bornée (voir le cours de
l'an passé sur les suites)

Proposition
Toute sous-suite d'une suite convergente est convergente et a la méme limite.

Démonstration :
Si (an) est une suite convergeant vers L, alors ||a,, — L|| est une suite convergeant
vers 0.

Soita,myy une suite extraite de a,, alors || Apn) — L| est une suite extraite de

\la,, — LI, le cours sur les suites réelles de I'an passé permet d'affirmer que
||a(p(n) —L || converge et de méme limite que||a,, — L||, & savoir 0.
Ainsiaymy converge vers L.

Exemple : Montrer que la suite de terme général n(1+(—1)") diverge.
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I11. Topologie d'un evn

D

2)

3)

4)

5)

Définition
On dit qu'un point x est intérieur a une partie A de E s'il existe r>0 tel que
B(x,r)CA.

Définition
Soit U une partie de E, on dit que U est un ouvert de E, ou une partie ouverte de E
si:vxeU,3r > 0,B(x,r)c U

Remarques : Si Bf(x, r) c U alors B(x,r) c U, alors B(x, g) cU

Proposition
Toute boule ouverte est ouverte.

Démonstration : Faire un dessin !!!
Pour x dans une boule de centre a et de rayon R, il suffit de considérer la boule de
centre x et de rayon : R-||x — al|

Proposition
La réunion d'une famille quelconque d’ouverts est ouverte.
L’intersection d’'une famille finie d’ouverts est ouverte.

Attention : Une intersection quelconque d’ouverts peut ne pas étre ouverte
. -1 1 , . ,
Eneffet:SiU, =] —i [ pour n entier non nul, alors N U,, = {0} qui est fermée

alors que U, est ouvert.

Démonstration (pour 'union) :

Soit U, U; une réunion d’ouverts.

Soit x€ Ui, Uy, 3iy, tel que x € Uy, orU; est un ouvert donc il existe une boule

ouverte centrée en x et incluse dans U;, donc incluse dans Uj_, U;.

Partie fermée

a) Définition:
On dit qu'une partie de E est une partie fermée de E, si son complémentaire
est ouvert.

Remarque : Il est clair que E et @ sont fermées.

b) Caractérisation séquentielle des parties fermées.
Une partie A de E est fermée si et seulement si la limite de toute suite
convergente d’éléments de A appartient a A.

Démonstration :

Supposons A fermée

Soita, — L, une suite d’éléments de A convergeant vers L, montrons que
LEA.

Supposons que LE E|\A, comme A est fermée alors F|A est ouverte.

Ainsi:3r > 0tel que B(L,r) Cc F|A4

Commea, — L,Any,Vn = ny,a, € B(L,7), donca,, € E\A4, ce qui est absurde
puisque a,, estd valeurs dans A.
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6)

7)

8)

9)

Réciproquement :

Supposons que toute suite convergente d’éléments de A appartient a A.

Et que A n’est pas fermée.

Comme A n’est pas fermée, alors E'|\A n’est pas ouverte. Ainsi, il existe XEF'|A
tel queVr > 0, B(x,r)¢E\A.

En particulier, pour r=21, B(x2™ " )¢ E|A.

Or B(x,27™ )NA est non vide, donc on peut choisir un élément a, dans
B(x27")nA

On construit ainsi, une suite a, qui converge vers x et x¢ A

¢) Proposition : Toute boule fermée est une partie fermée.

d) Proposition
L’intersection d’'une famille quelconque de fermés est fermée.
La réunion d'une famille finie de fermés est fermée.

Point adhérent.

a) Définition
On dit qu'un point x est adhérent a une partie A de E si pour tout r>0,
Bxr)NA+ @
L’ensemble des points adhérents 3 A est appelé adhérence de A, on le note 4

b) Proposition
Un point x est adhérent a une partie A si et seulement s’il existe une suite
d’éléments de A qui converge vers Xx.

Remarque : Une partie A est fermée siA c AetalorsA=A4

Intérieur

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit qu'un

point x est intérieur a A si A est un voisinage de x, cela revient a dire qu'il existe
un r>0tel que la boule de centre x et de rayon r est contenue dans A.

On appelle intérieur de Al'ensemble des points intérieurs aA. L'intérieur
de A est le plus grand ouvert contenu dans A.

Frontiére : Soit E un espace vectoriel normé, A une partie non vide de E. On dit
qu'un point x€E est un point frontiére de A si toute boule centrée en x rencontre
ala fois A et le complémentaire de A.

La frontiere de A est I'ensemble des points frontieres de A, notée Fr(A)

Densité

Soit A une partie de E.

Une partie D de A est dite dense dans A si I'une des 3 propriétés équivalentes est
vérifiée :

-I'adhérence de D contient A

-pour tout a de A, et pour tout r>0, il existe x€D, tel que ||x —a|| < r

-pour tout a de A, il existe une suite d’éléments de D qui converge vers a.
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IV. Comparaison de normes

D

2)

3)

4)

5)

Définition

Soient N1 et N» deux normes sur E.

On dit que N; est dominée par N; s'il existe un réel a>0 tel que N; < aN,
Ainsi:Vx € E, N;(x) < aN,(x)

Proposition
Soit N1 et N2 deux normes sur E. On dit que N; est dominée par N s’il existe un
réela>0telque Vx EE,N,(x) =1= N;(x) < «a

Proposition
Soit N1 et N2 deux normes sur E, avec N; dominée par N»
Si une partie de E est bornée pour la norme N> alors elle I'est également par N4

Proposition

Soit N1 et N2 deux normes sur E, avec N1 dominée par N;

Si une suite converge vers un élément L de E pour la norme N alors elle
converge également vers L pour Ni.

Démonstration : Evidente, il suffit d’écrire les définitions de normes dominées et
de suite convergente.

Normes équivalentes

a) Définition
Soit N; et N2 deux normes sur E, on dit que N1 et N, sont équivalentes s’il
existe deux réels a et B strictement positifs tels que :
Vx € E,aN1(x) < Ny(x) < BNy(x)

Remarque : Ainsi si on peut construire une suite (x,,)€ EN telle que :

N1(xn) N2 (xn) z :
— — +o00 et—="* — 0 alors N, et N, ne sont pas équivalentes !
N () N1 (n) 1et Nz paseq

b) Conservation du caractére borné d’'une partie
Soit N1 et N2 deux normes équivalentes sur E, une partie est bornée pour Nj si
et seulement si elle est bornée pour N>

¢) Conservation du caractére convergent d'une suite
Soit N; et N, deux normes équivalentes sur E, si une suite converge vers un
élément L de E pour la norme N; si et seulement si elle converge vers L pour
la norme N;

d) Conservation des ouverts et fermés
Soit N; et N2 deux normes équivalentes sur E, une partie A de E est :
-ouverte pour Nj si et seulement si elle est ouverte pour N»
-fermée pour N; si et seulement si elle est fermée pour N>

Démonstration :

Si A est fermée par exemple pour la norme N;, montrons que A est fermée aussi
pour Nz Supposons que a,— L avec a, suite d’éléments de A, montrons donc que
Le A. La suite (a,) converge pour N, elle converge donc pour N, donc L€ A
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V.

Si A est ouverte, alors son complémentaire est fermé or N; et N2 conservent les
fermés...donc les ouverts !

e) Equivalence des normes en dimension finie (théoréme admis)
Dans un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Compléments de topologie

D

2)

Suites de Cauchy

a) définition

Soit E un K-espace vectoriel normé

Soit (ux) une suite bornée de E, soit 8,, = sup{||u, — uy|.p = n,q = n}
On dit que u, est de Cauchy si la suite réelle §,, tend vers 0.

b) Relations entre suite extraite et suite de Cauchy
-Une suite convergente est une suite de Cauchy
-Une suite extraite d'une suite de Cauchy est encore une suite de Cauchy
-Une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente !

Démonstration :
1l suffit d’écrire les définitions de suite convergente, extraite et de Cauchy !
Pour la premiére proposition, on utilise I'inégalité triangulaire :
[y = wgll < flup = L] + [|L = uq]] -
Contre-exemple : Sur Q, un=2',§=1% est une suite de Cauchy mais elle converge

vers e¢ Q

Espaces complets

a) définition

Un espace vectoriel normé est dit complet si, dans cet espace, toute suite de
Cauchy est convergente. On dit aussi que c’est un espace de Banach.

b) Propriétés
Toute partie fermée dans un espace vectoriel normé complet E est complete.

Toute partie compléte d’'un espace vectoriel normé est fermée.

Démonstration :

Soit A une partie fermée de F.

Soit (an) une suite de Cauchy d’éléments de A

Comme A inclus dans E, et E complet, on sait que (a,) converge vers LEE
Or A est fermée donc LEA

La deuxiéeme proposition est évidente...

c) Exemples:
Les espaces R™ et C" sont complets.
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d)

Démonstration :

Lemme : (R, //) est complet

C’est une conséquence du théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Montrons que R™ est complet.

Comme en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, on peut
travailler par exemple avec la norme 1.

Soit (x,,) une suite de Cauchy de R"

Onaxy, = (Xp1, ) Xpn) et”xp”1 = Yro1|xpkl
On a:Vv(p,q) € N?,

Cauchy deR complet donc elle converge, soity, = liT Xp k
p—-+o

Xpr — Xqu| < ||%p — xq”la’oncxp,k est une suite de

SOIty:(yl, L] yn)

Convergence et coordonnées
La convergence d’'une suite se rameéne a la convergence de ses coordonnées.

Ainsi, si z,, € CV, alors z,, - L © [Re(z,) - Re(L)et Im(z,) - Im(L)]

3) Espaces compacts

a)

définition

Une partie A d’'un espace vectoriel normé est dite compacte si toute suite
d’éléments de A admet une sous suite qui converge dans A.

b)

Propriété
Dans un espace vectoriel normé, une partie compacte est fermée et bornée.

Démonstration :

Soit A une partie compacte non vide d’un evn E.
Montrons que A est bornée

Supposons que A ne soit pas bornée

Comme A n'est pas borné, il existe deux éléments de A tels que la distance les
séparant soit supérieure a un.

Appelons les ag et a;, ainsi||lay — aq|| = 1

Soit ag,...,an.1 n éléments de A tels que :V (i, j) € [0,n — 1],

ai—aj” >1

Soit B la réunion de toutes les boules ouvertes centrées en a; et de rayon 1.
En tant qu’union d’ouverts, B est ouverte.

Comme A n’est pas bornée, A n’est pas incluse dans B, donc il existe a,€A\B
DoncV(i,)) € [0,n], ||a; — a;]| = 1

Toute suite extraite de a vérifiera : || a;' — aj'” = 1, donc ne converge pas !

Montrons que A est fermée.

Montrons donc que A c A

Soit a€ A, il existe a,, — a, or A compact donc il existe une sous suite de a, qui
converge dans A. Mais toutes les sous-suites ont la méme limite donc ac A

Fermé dans un compact (admis)
Soit A une partie compacte d’'un espace vectoriel normé E
Si B est une partie fermée de A alors B est une partie compacte de E
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4)

d) Théoreme (admis)
Une partie de R" et C™ est compacte si et seulement si elle est fermée et
bornée.

Continuité

a) définition

Soit (E,|| |lg) et (F, || |lr) deux K-espaces vectoriels normés

Soit f une fonction définie sur un ensemble D (partie non vide de E) a valeurs
dans F.

On dit que f admet une limite b€F en a€ D,

Si: Ve>0,3a>0,Vx €A |lx—all<a =|f(x) —bllp<e

On note )lcl_r)r(ll fx)=»nb

Une fonction f est continue en a€ D si f admet une limite en a

Remarque : Une fonction f est dite continue sur AcD si f est continue en tout
point a de A.

b) Exercice « classique » :
Soit E et F deux evn, soit f :E—F, continue.
Soit ACE Montrer que si A est dense dans E, alors f(A) est dense dans f(E).

A est dense dans E si et seulement si tout point de E est limite d'une suite
d’éléments de A.
Soit yef(E), il existe x€E, tel que y=f(x)

Puisque A est dense dans E, 3(x,,) € EN telle que : lir_{l Xp =X
n—>+oo

Par continuité de f: lir_P f(xy) =f(x)
n—+oo

Ety estlimite d’'une suite d’éléments de f(A)...

c¢) Théoréme important
Soit f une fonction définie sur un ensemble D a valeurs dans F (F étant un evn
et D une partie de E evn)
Les propositions suivantes sont équivalentes :
-f est continue
-pour tout ouvert V de F, f1(V) ouvert de A
-pour tout fermé W de F, f1(W) fermé dans A.

Démonstration :

Soit Vun ouvertde F

Pour tout a€ f~Y(V), b=fa)eV

Or Vest un ouvert, donc V est un voisinage de b
Donc il existe U voisinage de a tel que UnAc f~1(V),
Ainsi, f ~1(V) est voisinage de a relatif a A.

d) Exercice « classique »
Soit E et F deux evn, soit f,g :E—F, continue.
Montrer que A={x€ E, f(x) = g(x)} est fermé et B={X€ E, f(x) < g(x)} est
ouvert.
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11 suffit de poser ¢ (x) = f(x) — g(x), application continue.

A = ¢~ 1({0}), or ¢ est continue et {0} est un fermé donc A fermé.

B = ¢ (] — ,0[]), or ¢ est continue et ] — o, 0[ est un ouvert donc B
ouvert.

5) Continuité uniforme
Une fonction f de D dans F est dite uniformément continue sur AcD, si Ve >
0,3a>0,V(x,y) €A llx—yll<a =|fx) - fOWlr<e

Remarque : Si f est uniformément continue sur A, alors f est continue sur A.

6) Fonctions lipschitzienne

Une fonction définie sur D est dite lipschitzienne sur AcD si R={M avec

[lx=yl|
(x,y)€ A%et x + y} estborné.

Pour k =sup(R), on précise que f est k- lipschitzienne

7) Théoreme
a) Théoréeme de Heine : Soit A une partie compacte de E et f : A—F une
application continue, alors f est uniformément continue et f(A) est une partie
compacte de F

Démonstrations
-Si fn’est pas uniformément continue, alors on pourrait construire une suite

extraite x,-yn telle que || x,, — yn || < % et |f(xn) — f(yn)| = € mais on pourrait

alors extraire une suite qui elle va converger, d’ou une contradiction.

-Par définition, toute suite d’éléments de f(A) s’écrit {(x,) or x, est une suite
d’éléments de A compacte...

b) Exercice classique n°1
Soit (Xn) une suite convergente d’'un evn E. Soit x sa limite.
Montrer que {x,,n € N}U {x} est un compact de E.

Toute suite extraite de {x,,n € N}U {x} converge dans {x,,,n € N}U {x} ...

¢) Exercice classique n°2
Soit E un evn, montrer que toute partie compacte A de E est complete.

Soit A compacte.

Soit a, une suite de Cauchy dans A, montrons qu’elle converge dans A.
Il existe une sous-suite qui converge vers une valeur d’adhérence L.
Or comme a, est de Cauchy, elle va converger vers L (||a, — L|| <

||a<p(n) - L” + ”an - a(p(n)” <eten)
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8) Cas des applications linéaires
Pour une fonction f de E dans F, linéaire les propositions suivantes sont
équivalentes :
-f est continue sur E
-f est continue au point O
-f est bornée sur la boule unité fermée : B¢(0g,1)
-il existe k> O tel que Vx € E, || f (x)||r < kl|x||g
-f est k-lipischitzienne

Démonstration :

)=ii)Vve > 0,an > 0,|[xllg <n = [If(x) = fO)|lr < e
En particulier poure = 1,3n > 0,||x|lz <n = ||f()|lF <1

Soit x€ B(0g 1), 3a > 0 tel que ||ax|| < n = ||f(ax)|lp <1, soit||f (x)||r S%

iil)=iv)3k > 0,Vx €E,||x|lg < 1= |lf)llr <k
Soitxe E,

f (ﬁ) ” < k... Les autres implications sont évidentes !
F

9) Cas de la dimension finie
-Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.
Démonstration indicative : Le produit d’espace complet est complet

-Dans un evn, tout sous-espace de dimension finie est complet donc fermé.
Démonstration : Une suite qui converge est une suite de Cauchy, comme I'espace
est complet, la limite est dans E, doncE c E

-Dans un evn de dimension finie, une partie est compacte si et seulement si elle
est fermée et bornée.

Démonstration : C'est une application des propositions précédentes sur les
compacts.

-Soient E et F deux espaces vectoriels normés, E est de dimension finie, alors
toute application linéaire de E dans F est continue.

Démonstration : C’est une application directe des propositions sur la continuité.

10) Espaces de Hilbert
Un espace préhilbertien E (c’est-a-dire, muni d'un produit scalaire) est dit de
Hilbert s’il est complet.

11) Norme d’application
a) Définition
Soit f€ L. (E, F), 'application f- ||[f]]| = supjjx<1 |lf (x) || r est une norme.

Démonstration : L'axiomatique de la norme est vérifiée facilement.
Remarque : La notation norme triple ||| f]|| est souvent remplacée par ||f]|

b) Proposition
Soit f€ L (E, F), [IIf Il = supjxjiz<1 [lf COllr = supje=11lf C)llr =

IF @l
SUPxer
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Démonstration : En exercice (N°26)

¢) Proposition
Soitfe L (E, F),alors Vx € E, || f(x)lr < llIfIIlllxI g

Démonstration :
Pourx# 0, 1f 11| = supep LU, donc 0N < lIf1l| et llf (o)l <
£ 1l

Comme la relation est aussi vérifiée pour x=_0, on a finalement :¥x €

ENfGOlle < A

12) Un exemple important : les espaces [P
a) Définition
Pour 1< p < 4o, I'espace [P est 'ensemble des suites (x,) des nombres
réels ou complexes telles que : Yo q|x, [P <400
Pour p=+00, I ={(xp), Supnen|xn|<+oo}

b) Normes
1

La norme associée a I'espace I? est : ||x|l, = (Xyolx,|P)?
Pourl lOO’ ”x”oo zsuanlenl

¢) Propriétés:
-Les espaces [P munis de leurs normes associés sont complets.
-Sil1< p < q < 4+, alors [P c 19, plus précisément, si x€ [P alors x€ [ et
lxll < lxll,

Exemple : Soit (x») la suite définie par x, = (—1)", montrer que (xn)€ [~ et
préciser ||x, |
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