Chapitre 3 :

les nombres complexes

Introduction : Entre le 15 éme et 16 éme siécle des algébristes Italiens ont poursuivi I'aventure
de la résolution des équations qui a vu l'invention des fractions pour construire des solutions a
des équations du type 3x = 5, des racines carrées pour résoudre x? = 2, et donc une nouvelle
catégorie de nombres pour résoudre des équations du type x* = -1.

L. L’ensemble des nombres complexes

D

2)

3)

4)

5)

Définition

La construction du corps des complexes n’étant pas au programme, on admet
qu'il existe un ensemble C contenant R

Il est muni d’'une addition, d'une multiplication

Il posséde un élément i tel que i 2 =-1

Tout nombre complexe s’écrit de maniére unique x+ iy avec x et y réels

On appelle xla partie réelle du complexe et y'sa partie imaginaire.

Remarque : Les nombres complexes sont des nombres a la profonde essence
géométrique, nous le détaillerons précisément dans le III.

Toutefois, nous risquons d’avoir besoin pour faciliter les démonstrations de
I'identification au plan complexe.

Ainsi tout point M(x ;y) du plan sera associé a un nombre complexe zy =x+ iy
(nous verrons que ce complexe s’appelle I'affixe).

Les opérations algébriques sur les complexes auront leur correspondance en
transformations géométriques (et réciproquement)

Addition et multiplication

Soient (z;z')€ C% onaainsi: z=x+iyetz=x+1iy
Alors : z+7' = (x+x) + i (y+Y)

Etzz' = (xx-yy’) + i (xy'+yx’)

Remarques

On a z réel si et seulement si Im(z) =0

Le complexe 0+0i se note tout simplement 0

Un complexe tel que sa partie réelle est nulle, est appelé imaginaire pure.
Leur ensemble se note iR

Conséquence de 'unicité d’écriture :
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme partie réelle
et méme partie imaginaire.

Démonstration: Soitz=x+iyetz=x'+iy,siz=zalorsx+iy=x+1iy
Et (x-x)+ i (y-y’) = 0 or 0 = 04-0i donc l'unicité d’écriture implique que x-x’=0 et
y-y'=0 soit x=x" et y=y’

Extension de quelques propriétés calculatoires (liste non exhaustive)
Sizz’=0alorsz=0ouz' =0
Le bindme de Newton : V(z4; 2;) € €%, (z1 + 22)" = Yji_o(};) 21 %2, 7%
La somme des termes consécutifs d'une suite géométrique :

ZP (297P+1_7)

v(p,n) e N?vz € C(1},X)_, 7 = —
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On a la propriété dite de factorisation :
vn € N*V(a; b) € C? an-bn = (a-b)YRZd akpn—1-k

6) Différence majeure entre R et C
[ n’y a pas de relation d’ordre compatible avec les complexes comme c’est le cas
pour les réels. Si une telle relation existait, 1> = 1>0 et i?* = -1>0 ce qui est
contradictoire...

7) Conjugué d'un nombre complexe
Pour tout complexe z, on appelle conjugué de z noté z, défini par
Z = Re(z) - Im(z)i (on donnera une interprétation géométrique dans le III)

Propriétés :
= z+Z z-Z
Pour tout nombre complexe z,ona: z =z, Re(z) = — et Im(z) = T

Démonstration : Faire simplement le calcul !
Un nombre complexe est réel si et seulement si Z =z

Pour tous les nombres complexes z1 et tzzona:z +z; = 7+ 7z

On a aussi : z;Z, = Z; Z, et pour z,#0, ( ) =—
2

Démonstration pour le produit: z;z; = (x + 1y) (x' + 1y') =
(xx" —yy") +1(yx’ + xy') = (xx"yy)-i(yx"+xy")
Etdautre part:z; z, = (x-iy)(x-iy’) = (xx-yy)-i(yx'+xy’)

8) Module
a) Pour tout nombre complexe z, le module de z noté |z|,

=/ (Re(2)? + (Im(2))?

Une interprétation géométrique sera donnée dans le III.

b) Propriétés sur le module
Pour tout complexe z, |z| = |—z| = |Z]

Ona:z=0ssilz| =0

Pour tout complexe, |Re(2)| < |z| et |Im(2)| < |z|

Démonstration, utiliser le fait que |z| = \/(Re(z)z + (Im(2))?
Exemple : Déterminer |3-i| et |2+3i]|

¢) Formule sur le produit, le quotlent I'inverse

z
Pour tout complexe znonnul: - = —

T e

V(z1;22) € C%, 212, | = |Z1||Zz|
V(z4;2,) € C% pour z, # 0, =zl
73 |z2]
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Démonstration :
Ona:|z,2,| = [(xx' — yy) +i(yx' + xy)| =/ (xx’ —yy )2 + (yx' +xy')?
Donc |z, 2,| = \/x2x'% + y2y'2 — 2xx'yy’ + y2x'% + x2y'2 + 2yx'xy’
=/x2x"2 + y2y'2 + y2x'2 + x?y'?
Et: |z]|z,] = /x2 + y2 X Jx2 +y'2 = [(x2 + y2)(x'2 + y'2)
=\x2x"2 + y2y'2 + y2x'2 + x2y'?

Pour l'inverse : pour z# 0, |Z X §| =|1]=1
1 1

Et: |Z><—| =|z| X |—| donc |z| x |1| = 1et|1| =L
z z z z |z|

z 1 1 1
Pour le quotient : |—1| = |z X —| =|z;| X —=|z4| X —
q Z 11X EA Iz EA Z]

d) Inégalités triangulaires
La premiere :

V(z1;2,) € C3|zy + 2| < |z| + |2z,| avec égalité ssiz; = 0 ou Ju € R+, z; =
Uuz1

Démonstration :

Développons : |z, + 2,|? = (2 + 2,) (21 + z3) = |21 |*+]|2,|*+2Re(Z; 2,)
D’autre part : (|z;| + |2;1)? = |2, |*+]2;|*+2] 2, | X |2z,

L’inégalité |z, + z,| <|z;| + |z,| équivaut donca: Re(z123) < |z;| X |z;|
Or Re(Z12;) < |Re(Z122)| < [(Z122)| = |z1| X |z,

On a l'égahté SSl . Re(z_lZZ) == |le X |Zz| (= Re(z_122) =|Zl | X |Zzl == |Z_122|
Ce qui équivauta z; = 0 ou z; z, € R+ (Voir exercice)
|z, |

Siz1#0, 212z, = z, P
1

La deuxieme :
V(21 22) € Cllz1| — |23|| < |z — 2,

Exercice :

2_
Soit z€ C tel que |z| =1, montrer que Zz—l € iR

I1. Exponentielle complexe et résolution d’équations
1) Exponentielle complexe e’? avec 6 réel
Pour tout réel 6, on note e'? le complexe cos(0)+isin(0)
L’exponentielle réelle a déja été rencontrée, et 'intérét de cette notation est
qu’elle permet d’utiliser les propriétés connues pour I'’exponentielle réelle pour
généraliser et obtenir celles sur les complexes :

o . — e o
Ainsi: eifel® = i(0+9) 010 = o0 eteT(IJ:e‘Qe i

Les complexes de la forme e avec 6 réel sont de module 1 (ils sont donc situés

sur le cercle trigonométrique)
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2)

3)

4)

A partir de I'exponentielle complexe, on peut retrouver :

i0, ,—if
Cos(0) = %
i0_,—if
Sin(8) = ~——

4

T i
Exercice : Ecrire sans 'exponentielle e'z et '™

Propositions
Soit z un complexe non nul
a) Silz|=1,alors 36 € R, z=e%®

Démonstration : De facon purement géométrique, le point d’affixe z est sur le
cercle trigonométrique, ses coordonnées sont (cos 6 , sinf ),
doncz=cos O +isinf

b) Soit 8 et ¢ deux réels, e!? = % si et seulement si § = ¢[27] (c’est-a-dire s'il
existe k€ Z, tel que : 8 = p+2k

Démonstration : GEométriquement, les deux complexes représentent le

méme point du cercle trigonométrique avec un certain nombre de tours k
) Il existe un réel positif non nul ro et un réel 8, tels que : z=roe'%
Il s’agit de I'écriture exponentielle

Démonstration : Il suffit de considérer : Ij_l

d) Tout nombre complexe z admet une écriture de la forme : z=
|z| (cos(6)+isin(0)), il s’agit de la forme dite trigonométrique de z.

Démonstration : C'est un simple jeu d’écriture de la propriété différente.

Exponentielle complexe de la forme ez avec z complexe.
Pour tout nombre complexe z, on définit ez = eRe(@eiIm(z)

Propositions :
Pour tout nombre complexe z, on a |e?| = eRe(®

Si z et ' sont deux complexes alors : ez+z = ez ez

Pour tout nombre complexe z, ez#0 et (e2)1 =e ™%

Racine d’'une équation polynomiale
Une équation algébrique complexe est une équation d’inconnue z€ C, de la forme
P(z) = 0 ou P est une fonction polynomiale.
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5)

6)

Proposition : Si P est une fonction polynomiale a coefficients complexes et a une
racine de P, alors il existe une fonction polynomiale Q a coefficients complexes
telle que: vz € CP(2) = (z-a)Q(z)

Démonstration : Utiliser la factorisation zk-ak par z-a

Remarque : La réciproque est immédiate, si le degré de P est n, alors celui de Q
seran-1

Exercice : Soit P(z) = z3-2z-5z+6 pour tout z complexe.

En remarquant que P(1) = 0, factoriser totalement P

D’abord : z3-2z2-5z+6 = (z-1)(z*-z-6)

, ) 145
On résout ensuite : z2-z-6 = 0,A =25 etz = -

Finalement les solutions sont: 1, 3 et -2

Racine carrée
On appelle racine carrée d’'un complexe z tout nombre complexe Z tel que Z% = z

Proposition : Tout complexe non nul admet exactement deux racines carrées
opposées.

Démonstration : On écrit z=re'?, et on cherche Z sous la méme forme...
Exercice : Déterminer les racines carrées de 21-20i

On cherche les racines carrées sous la forme x+iy

On a donc : (x+iy)? = 21-20i, soit : x*-y? +2xyi = 21-20i

Par identification, x*-y*=21 et 2xy = -20

On cherche donc x et y tels que : x*-y* = 21 et xy=-10

De plus x*+y* = |x + iy|* = |21 — 20i| = /212 + 20> =29

On obtient donc 2x*=21+29=50 soit x*=25 et x=45

Et 2y?=29-21, soit y*=4 et y=+2

Comme xy<0 et que les racines carrées sont opposées, on obtient -5+42i et 5-2i

Extension des équations du second degré réelles a I'ensemble des complexes.
Soient a,b,c 3 nombres réels avec a #0, et 'équation (E) : az*+bz+c =0
On note A = b*-4ac

. 'z . . -b
Si A =0, alors I'équation E admet une racine double zo = Sa

Si A>0, alors I'équation E admet deux racines réelles distinctes,

—b+VA -b—vVA
= etz =
2a 2a

Z1

Si A#0, alors I'équation E admet deux racines distinctes, ,
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7)

8)

alors : 71 =%et22 = -
Démonstration : Comme dans le cas réel, on utilise la forme canonique.

Résolution d’équation du second degré dans le cas général
Soient a,b,c 3 nombres complexes avec a #0, et I'équation (E) : az®+bz+c =0
On note A = b%-4ac

. 'z . . -b
Si A = 0, alors I'équation E admet une racine double z, = 5

Si A+0, alors I'équation E admet deux racines distinctes, et en appelant é une
—-b-&

. 3 —b+6
racine carrée de A, alors:z; = e etz; = —a

Démonstration : Comme dans le cas réel, on utilise la forme canonique.

Ex : Résoudre I'équation z%-(3+4i)z-1+5i = 0

On calcule A = (3+4i)%-4x 1 X (—1 + 5i) = -3+4i
On cherche (x+iy)*=-3+4i

D’ow: x2-y*+2ixy=-3+4i, soit x*-y*=-3 et xy=2
Et, xX*+y*=V/9 +16=5

2x%=2 et x=+1

2y*=8 ety =12, comme xy>0

D’ou: 6=-1-2i ou 1+2i

3+4i+(142i)

On peut en déduire : z= -

Soit z=2+43i ou z=1+i

Relations entre coefficients et racines
Soient a,b,c 3 nombres complexes avec a #0, et si z; et z; sont deux racines

(éventuellement confondues) de I'équation az*+bz+c = 0 alors : z; + z2 = %b et
717y = 2

Démonstration : Expliciter les solutions et vérifier le produit et la somme
Exercice : Montrer que : si s et p deux nombres complexes, alors les nombres z; et

Z1+Z2:S

" si et seulement si z; et z; sont
Z1Z2 =P

z, vérifient le systeme {

les deux racines de z*-sz+p = 0.

Démonstration : Si z; et z, sont les racines de z*-sz+p = 0, alors d’aprés 8),

Zy+2z, =setzyz, =p
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, . . e Zq + Zy =S
Réciproquement, si z; et z, verlflent{ 212y = p alors
142 —

(2-21) (2-22) = 2*-(21+22) 24212, = Z*-S2+D
Donc I'équation z*-sz+p = 0 correspond a (z-z1)(z-z2) = 0 et les solutions sont z;

et z;

[1L Applications géométriques des nombres complexes
Le plan usuel étant muni d’'un repére orthonormé (O, 7, J), tout point M est

caractérisé par un unique couple de coordonnées (x ;y) vérifiant : OM = xt + yJ

1) Affixe
Le complexe z=x+1iy est appelé affixe de OM ou affixe de M.

Proposition
Si A et B sont deux points d’affixes a et b, alors I'affixe de AB estb-a

Démonstration : AB = 40 + OB = 0B - OA a pour affixe b-a
2) Interprétation géométrique du conjugué et du module
Les points d’affixes z et Z sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses.

Démonstration : Un petit dessin...

Si z1 et z; sont deux complexes, alors |z; — z,| est la distance séparant les points
d’affixes z1 et z»

g . gooeeee P frene e feaennees rgg e Lt gooeanes :

Les points M, My, Ms, M3 se trouvent
sur le cercle de centre O et de rayon

|z] = V22 + y2.
Les nombres réels sont les affixes des

points de I'axe des abscisses, que l'on
appelle donc axe réel.

Les nombres imaginaires purs sont les
affixes des points de I'axe des ordon-
nées, que 'on appelle donc axe ima-
ginaire pur.

3) Argument
Lemme : Pour tout point M du cercle trigonométrique, il existe un réel 8 tel que
'abscisse de M est cos(8) et son ordonnée est sin(8)
Ce réel 6 est méme unique si on ajoute comme condition qu’il appartienne [0,27[
oul-m, |
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4)

5)

Par extension, tout point du plan de module r, est repéré par une abscisse
x=rcos(0) et une ordonnée y = rsin(0)

Ce nombre 6 est appelé argument du complexe. On constate donc que pour un
complexe donné, le module est unique par I'argument est défini modulo 2 «

E3 ~ [
~ N
NS
: : : : A ; :
e o 5“\\U Soit z =z + iy € C. Ona|z|=\/m=r.
L oyl ME)
TN - Si z #0, on peut alors factoriser par r :
: ....... :. ..... 2_.‘__ I. . T . ‘ ..... ‘ .S ........ : T ’y T 2 y 2 _I‘2+y2 1‘2
: : : e : N : z:r(—+?.—) avec (—) +(—) = T—=—=1
: : : : A : r r r r : " r
1 . r‘,l cosf = —
ea } 1 o Il existe alors # € R tel que ;, .
N G S SR S I sind = &
f T \e) 1 T T 1 | ] T
2 1 0¢gea1 2 3 Ti o
; : : : ; Lo
: .. - N e

Propositions :

Si z1 et z; sont deux complexes non nuls d’arguments respectifs 8; et 8, alors :
Un argument de z1 est -6,

Un argument de z1z; est 8, + 6,

Un argument de z—: est6;- 0,

Un argument de z1" est n6,

Corollaire « géométrique » : Deux nombres complexes sont égaux si et seulement
s’ils ont méme module et des arguments égaux modulo 2

Démonstration : cf1’exercice final du cours...

Forme exponentielle
Le fait qu’'un argument de z,z; est 8; + 6, nous rappelle une propriété de
I'exponentielle réelle, d’oti 'idée de désigner le complexe cos(8)+isin(8) par e

Soit z un complexe non nul, il existe ro réel positif non nul, et 8 réel tels que :
Z=Toei9°
Bien que 0 n’ait pas d’argument, on écrit 0 = 0e'® pour n’importe quelle valeur

d’argument, cela revient a utiliser une boussole au pole nord...

Exercice : Soit : z1=r,e'%1 et z,=r,e'% deux complexes, avec z, #0, donner les
, . z; 1 —
écritures sous forme exponentielle complexe de : 17> ; Z—l il z1 et zn

2 2

. 2 P e o i .
Ona:ziz, = ryryet®1+62), Z—1 = T—le‘(g1 92) 721 = rje 01 et zn = ;e "01
2 2

Une application géométrique
Soit trois points du plan A, B et C d’affixes respectives a, b et c alors toute mesure
de (ZE,ZE) est un argument du complexe ﬁ
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