Chapitre 9 :

« Les groupes »

L. Structure de groupe

D

2)

3)

4)

5)

6)

Définition : loi de composition interne

On appelle loi de composition interne d’'un ensemble E toute application * :
Ex E =E, (xy) = *(xy)

On privilégie la notation : x*y

Une loi de composition interne * de EX E —E est dite :
-associative : V(a, b,c) € E3,a* (b*c) = (a*b) *c
-commutative: V(a, b) € E?, a*b =b*a

Remarque: le couple (E,*) avec * loi de composition interne s’appelle un magma.

Eléments remarquables :
Un élément e de (E,*) est dit neutre si Va € E, a*e = e*a=a

Si (E,*) possede un élément neutre et si * est associative, on appelle symétrique
d’un élément x de E pour *, I'élément x’ de E tel que x*x’ =x*x =e

Remarques :
Si e est élément neutre de (E,*) alors il est unique
S'il existe, le symétrique d'un élément de (E,*) est unique aussi.

[tération : Pour (E,*) avec * loi de composition interne associative, alors on peut
définir x1*x2*...*x, sans parentheses, et en particulier x™ = x*x*...*x (n fois)

Quelques notations :

Pour une loi « quelconque », on privilégie a*b, le neutre : e, le symétrique de x est
X, x*x.. x =x™n

Pour une loi notée « + » (souvent pour des lois commutatives), on note a+b, le
neutre : 0, le symétrique de x est -x, et x+Xx...4X = nx

Pour une loi notée « X », on note axb, le neutre 1, le symétrique de x est x'1.

Groupe

Définition : Soit G un ensemble muni d’une loi ce composition interne *
On dit que (G,*) est un groupe si :

-la loi* est associative

-laloi * possede un élément neutre, on dit que * est unifére

-tout élément de G possede un symétrique pour *

Exemple : (Z,+) est un groupe, (R*,X) est un groupe

Groupe abélien
Si de plus, la loi * est commutative, c’est-a-dire V(a, b) € G,a * b = b * a, alors G
est dit commutatif ou abélien.

Etude de deux exemples :
a) Démontrer que (C,+) est un groupe abélien
b) Est-ce que (N,+) est un groupe ?

Premiere année classe préparatoire INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai, M. Calciano




La loi + sur C est clairement une loi associative, avec un élément neutre : 0, pour
toutzdeC, -zestdans Cetz+(-z) =0

2 est un entier naturel dont le symétrique -2 n’est pas un entier naturel !

I1. Sous-groupe
1) Définition :
Une partie H d’'un groupe (G,*) est un sous-groupe de G lorsqu’elle vérifie les
propriétés suivantes :
-H n’est pas vide
-H est stable par *, c’est-a-dire : V(x,y) € H,x xy € H
-Le symétrique de tout élément de H est un élément de H.

2) Proposition
H est un sous-groupe de (G,*) si et seulement si H contient I'élément neutre e ET
V(x,y) EH?* x+xy 1 €H

Remarque : On se contente de fusionner les deux derniers points de
I'axiomatique...

3) Proposition
Toute intersection de sous-groupes de (G,*) est un sous-groupe.

Démonstration :

Soit H et K deux sous-groupes de (G,*)

Dabord ec€e HNK doncHNK # @

Soit (hk)e HNK 2 hkeHcar H sous-groupe, et hk€ K car K sous-groupe, donc
hke HNK

Soithe HN K, comme he H h™' €H, de mémeh™' €K, donch™* € HNnK
Finalement (H N K,*) est un sous-groupe de (G,*)

4) Etude d’'un exemple:
Soit G =R"X R, et *la loi de G définie par : (x,y)*(xX\y") = (xx’,xy’+y)

Montrer que (G,*) est un groupe.

En évaluant (2,1)*(1,3) et (1,3)*(2,1), que peut-on conclure ?

On montre que * est une Ici, unifere (de neutre (1,0)), symétrisable, associative
(2,D)*(1,3) = (2,7) et (1,3)*(2,1) = (2,4) donc non commutatif.
[11. Morphismes de groupe : noyaux, images
1) Définition :
Soient (G,*) et (G’, A) deux groupes. On appelle morphisme de groupes de (G,*)
dans (G’, A) une application f de G dans G’ vérifiant : V(a, b) € G?, f(a  b) =
f(@)Af(b)

Exemple : Soit (G,*) un groupe et a€G
Soit ¢:Z — G,k — a* est un morphisme du groupe (Z,+) dans (G,*)
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Un endomorphisme est un morphisme de (G, *) dans lui-méme.
Un isomorphisme est un morphisme bijectif.
Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Exemple :
La fonction logarithme népérien est un isomorphisme de (R**,x) dans (R,+)

Exercice permettant d’obtenir une propriété importante :

Soit f un morphisme de (G,*) dans (G, A),

Montrer que f(e) = e’ ( e est'élément neutre de G et e’ celui de G')
Montrer que pour toutx de G : f(x'1) = f(x)1

On a f(e*e) = f(e), de plus f(e*e) = f(e) A f(e), soit f(e) =f(e) A f(e), or f(e)EC,
donc est symétrisable pour la loi A, on compose alors par f(e)! de chaque cété, et
on obtient : fle)1 Af(e) = f(e)! f(e) A f(e), ete’ = f(e)

De plus,Vx €G, f(xx1) = fle) = e’et f(xx1) = fix)Af(x1) donc f(x)Af(x1) = e’
Soit : fiix1) = fx)?

Proposition

Soit f un morphisme de (G,*) dans (G’, A)

a) SiH estun sous-groupe de G alors f(H) est un sous-groupe de G’

b) Si H’ estun sous-groupe de G, alors f'1(H") = {x€G, f(x) €H’} est un sous-
groupe de G

Onavuquef(e)eH

Soit h€H, f(h) €f(H), et f(h)?! = (1) €f(H) car h"’€H (car H est un sous-groupe
de G)

Soit (hk) € H? Est-ce f(h)f(k) Ef(H) ? f(h)f(k) = f(hk) Ef(H)
FI(H) = {x€q, f(x) EH’}, donc e f1(H’), car f(e) =€’
Soit he F1(H’), est ce que hi€ f1(H’) ?on a f(h) EH” donc f(h) 1€ H”, f(h'1)EH”

Soit (hk) € F1(H’)?% est ce que hke F1(H’) ? on f(h) EH’ et f(k) € H, donc f(h)f(k)
€EH, f(hk) EH’

Définitions :

Soit f un morphisme de (G,*) dans (G’, A), on appelle :

-noyau de f, et on note ker(f) = {x€ G, f(x) = e'} =f1({e'})
-image de f, et on note Im(f) = {y€ G'; Ix € G,y = f(x)} = f(G)

Exemple :
Justifier que exp: C—C* est un morphisme du groupe (C,+) vers (C*,x).
En déterminer image et noyau.

Clairement exp(z+z") = exp(z)exp(z’)
Ker(f) = {x€ C, f(x) = 1} = {x€ C,exp(z) = 1}={2ikn, k € Z} et Im(f) = C*

Propositions : Si f un morphisme de (G,*) dans (G’, A) alors Ker(f) est un sous-
groupe de G et Im(f) est un sous-groupe de G’
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Montrons que Ker(f) est un sous-groupe de G

Ker(f) = {x€ G, f(x) = e,/

On a: eeKer(f) car f(e) =eg,

Soit (hk) € (Kerf)? f(h) =eg, et (k) =eg,, f(WI(k) =e; d'ou f(hk) = e, et hke
(Kerf)

Soit he (Kerf), f(hl) = f(h)! =e; 1 =eg,

Exercice : Montrer que : Im(f) est un sous-groupe de G’

Propriété :
On a f surjectif si et seulement si Im f = G’
On a finjectif si et seulement si Ker f = {e}

Démonstration : Montrons que finjectif si et seulement si Ker f= {e}

Si fest injectit, si f(x) = e comme f{eg) = e on a fleg) = f(x) et x = e;

Si Ker f= {e}, supposons que f(x) = {{x’) alors {(x)f(x)! = eg, et {{(xx"1)=e¢
Dou xx*! = eget x=x’

Définition
Deux groupes de (G,*) et (G, A) sont dits isomorphes s'il existe un isomorphisme
de groupes de (G,*) dans (G, A).

Proposition :
Si f est un isomorphisme de groupes de (G,*) dans (G’, A), alors sa bijection
réciproque f! est un isomorphisme de (G’, A) dans (G,*).

Démonstration : Clairement f! est bijective

Est-ce que : F1(hAk) = FI(h)xF1(k) ?

On a f(f1(hAk’)) = hAKk et f(F1(h)«F1(k’) ) = f(F1(h)) Af(F1(k) ) = h Ak’
D’ou : f1(h’AK") = f1(h")*f1(k’)

Exercice « classique »

Soit G un groupe noté multiplicativement. Pour a €G, on note T, 'application de G
vers G définie par T.(x)=axal

a) Montrer que 1, est un morphisme du groupe G vers lui-méme.
b) Vérifier tactb=1a, pour tous a et b dans G.
c) Montrer que ta est bijective et exprimer son application réciproque.

a) Ona pour (x,x)€EG? T.(xx")=axx'a’l = (axal) (ax'al) €G

b) taotb(x) = a(bxb1)al=abxblal=abx(ab)!= t.(x)

¢) Soit yeG, on cherche x dans G, tel que y = axa'l, d’ou a'lya = X, T, est
surjective
Si Ta(x)= Ta(x’) alors axal = ax’al et x = X’ (en composant par a! a gauche et
a a droite), et T, est surjective
Ainsi : 1, est bijective
Dey =axal, ontire: x = alya, soit: (Ta)1=1,-1
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