Chapitre n°13 INP1 Cambrai

Chapitre 13 : Espaces vectoriels

M. Calciano

I. Généralités

1) Définition

Soit E un ensemble non vide, muni de deux lois : 'une de composition interne notée « + », et
l’autre de composition externe notée « - ». Ainsi,

+:ExXE—F e -:KxE—=E.

On dit que le triplet (F,+,-) définit un espace vectoriel sur le corps K (& notre niveau R ou
C), ou encore qu’il définit un K-espace vectoriel si :

— (E,+) est un groupe abélien (on note Og 1’élément neutre) ;
— pour tout A\, 4 € K et pour tout x € F :

A (p-x)=Axp) -
— pour tout A\, u € K et pour tout x € F :

A+p)-z=Xx+pu-x;
— pour tout A € K et pour tout z,y € E :

A(z+y)=A-z+ X y;
— pour tout x € F, lx - © = x.

Remarque : Lorsqu’on a un K-espace vectoriel, les éléments z de E sont appelés vecteurs, et
les A de K sont les scalaires.

2) Reégles de calculs

Soit E un K-espace vectoriel. Pour tout z € F et A € K :
ANx=0 < A=0kgouz=0g.

De plus,
(—1g) - x = —x.

Ezemple : Dans le R-espace vectoriel R3,
2(1,1,0) + (1,1,1) = (3,3, 1).

On dit alors que (3,3,1) est combinaison linéaire des vecteurs (1,1,0) et (1,1,1).
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3) Produit cartésien

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Alors E x F' est un K-espace vectoriel.
Démonstration : 11 suffit de vérifier toute I’axiomatique...

Ezemple : (R? +,-) est ainsi un R-espace vectoriel puisque R? = R x R et que (R, +,-) est un
R-espace vectoriel.

4) Sous-espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel et F' une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel
de E'si:

— F est non vide (ou de fagon équivalente, O € F');
— pour tout (z,2') € F? et tout A € K,

Nx+12 eF.

Ezxemple : K[X] est un K-espace vectoriel, et K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. En
effet, 0 € K,[X]; soit A € K et (P, Q) € K,[X]?, alors AP + @ est un polyndéme dont le degré
est au plus n, donc AP + @ € K, [X].

Remarque : 11 est beaucoup moins fastidieux de démontrer qu'un ensemble a une structure
de K-espace vectoriel en démontrant qu’il est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel «
connu ».

Exercice : Les ensembles
Fy={(z,y,2) ER* | o +2y+32=1} et F,={PcR[X]|P(0)=P(1)}

sont-ils des sous-espaces vectoriels respectivement de R? et de R[X]?

5) Intersection de sous-espaces vectoriels
Soit (F});e; une famille de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. Alors
N F
iel
est un sous-espace vectoriel de F.
Démonstration : Pour tout i, 0p € F; puisque ce sont des sev de E, donc Og € ();c; F;. Soit
AeKet (z,y) € Ny Fi- Pour tout i, Ax +y € F, donc Az +y € ,o; Fi.
6) Somme de sous-espaces vectoriels

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un méme K-espace vectoriel E. On note F' 4+ G
I’ensemble de tous les vecteurs de E somme d’un vecteur de F' et d’'un vecteur de G :

F+G={z+yleeF yeG={veE|3Ir,y) € FxG, v=rx+y}

FExemple : Démontrer que si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels d'un méme K-espace
vectoriel E, alors F'+ GG est un sous-espace vectoriel de FE.
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7) Sous-espaces supplémentaires
a) Définition

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont sup-

plémentaires dans F si :

On note alors £ = F & G.

b) Caractérisation

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
E=FaG

si et seulement si
Vo e E, Mx,y) € F X G tel quev=x+y.

Exercice : Faire la démonstration !

8) Somme d’un nombre fini de sous-espaces

Soit £ un K-espace vectoriel et F1,. .., F}, des sous-espaces vectoriels de £. On note
Fr+---+F,
'ensemble de toutes les sommes 1 + - - - + z, avec (z1,...,xp) € Fy X -+ X F,.

9) Sous-espaces vectoriels engendrés

Soit E un K-espace vectoriel. Etant donné une famille (z4, ..., z,) de vecteurs de E, on appelle
combinaison linéaire des vecteurs x1,...,z, toute expression de la forme

ATy + -+ Az, avee (A, ..., N, € KP.

Définition : Soit E un K-espace vectoriel et A une partie de E. On appelle sous-espace
vectoriel engendré par A, et on note Vect(A), 'ensemble des combinaisons linéaires de

vecteurs de A. Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel (au sens de 'inclusion) contenant
A.

Ezxemples :

— Soit u un élément quelconque de E. L’ensemble Vect(u) = {Au | A € K} est le sous-espace
vectoriel de E engendré par u. Il est souvent noté Ku. Si u # Og, on parle d'une droite
vectorielle.

— Si uw et v sont deux vecteurs de E, alors Vect(u,v) = { \u+ pv | \,u € K}. Si u et v ne
sont pas colinéaires, Vect(u,v) est un plan vectoriel.

Exercice :
1. Montrer que Ry[X] = Vect(1, X, X?).
2. A-t-on Ro[X] = Vect(1 + X, X, X2)?
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II. Cas de la dimension finie

1) Définitions
Soit E un espace vectoriel et F = (xy,...,x,) une famille de p vecteurs de E.

— On dit que F est une famille génératrice de E si Vect(zy,...,x,) = E, c’est-a-dire si
Ve e B, 3(A,....N) € KP tel que z = \jzg + -+ + A\pzyp.

— On dit que F est une famille libre si la seule combinaison linéaire des vecteurs 1, ..., z,
donnant le vecteur nul est celle dont tous les coefficients sont nuls :

V()\l,...,)\Z;)GKp, /\1171+"'+/\pmp:OE - )‘1::/\17:0

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.
— On dit que F est une base de F si elle est a la fois libre et génératrice.

Exercice :

1. Soit E = {(z,y,2,t) € R* | x = 2t et z = 3y}. Montrer que E = Vect((2,0,0,1),(0,1,3,0)).
En déduire que E est un sev de R*.
2. Montrer que la famille ((2,1),(—1,3),(0,2)) est liée dans R?.

2) Théoréme dit de caractérisation des bases

Soit E un espace vectoriel et B = (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E. Alors B est une
base si et seulement si

Ve e E, 3l(A,...,\,) € KP tel que x = A\jeg + - - + Apey.

Remarque : Dans ce cas, les scalaires (A1, ..., \,) s’appellent les coordonnées de x.

Démonstration : Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Soit x € E. Comme B est génératrice, il
existe (A1,...,A,) € K? tel que z = A\ey + - - - + Ae,. Réciproquement, supposons que

Ve e E, Al(A,..., ) € KP tel que 2 = Ajeg + -+ Apep.

Clairement B est génératrice. Est-elle libre 7 Si Aje; +- - -+Ape, = 0, comme 0-e;+---+0-¢, = 0,
par unicité on obtient A\ =--- =\, = 0.

Exercice : Soit F = R3[X]. On considére la famille G = (P, P, P3, Py, Ps) définie par :
P(X)=1, P((X)=X, BX)=X+1, P(X)=1+X? P(X)=X-X>

Montrer que (P, Py, Py, P;) forme une base de E. Donner les coordonnées de P; dans cette
base.

3) Définition
Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il posséde une famille génératrice finie.

Ezxemple :

— R[X] n’est pas de dimension finie.
— R, [X] est de dimension finie et dim(R,,[X]) =n + 1.
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4) Théoréme de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

— Soit L une famille libre de E. Alors il existe une base B de F comportant un nombre fini
de vecteurs telle que L C B.

— Soit G une famille génératrice de E. Alors il existe une base B de E comportant un
nombre fini de vecteurs telle que B C G.

5) Cardinaux

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient L une famille libre et G une famille
génératrice dans E. Alors

card(L) < card(G).

6) Proposition (admise)
Tous les espaces vectoriels de dimension finie admettent des bases. Pour un espace vectoriel de

dimension finie donné, toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs.

Définition : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de E le
nombre commun de vecteurs de toutes les bases de E. Cet entier est noté dim F.

7) Familles de vecteurs en dimension finie
a) Familles libres et génératrices en dimension finie

Soit E un espace vectoriel de dimension n et F = (21, ..., 2,) une famille de p vecteurs de E.
Alors :

— si F est libre, p < n;

— si F est génératrice, n < p;

— si p < n, F n’est pas génératrice;
— sip>n, F est lice.

b) Familles libres maximales / génératrices minimales
Soit F = (z1,...,x,) une famille de p vecteurs d'un espace vectoriel £ de dimension finie. On
dit que :

— F est libre maximale si elle est libre et de cardinal n;

— JF est génératrice minimale si elle est génératrice et de cardinal n.

¢) Théoréme
Soit F = (x1,...,x,) une famille de p vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension finie.
Alors :

— si F est une base de E, p=n;
— sl p=n, F est une base de £ <= F est libre <= F est génératrice de E.

Ainsi, F est une base si et seulement si F est libre maximale ou génératrice minimale.
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8) Calculs sur les dimensions

a) Dimension des sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et /' C E un sous-espace de E. Alors
dim(F) < dim(E),

avec égalité si et seulement si F' = F.

b) Formule de Grassmann

Soient F' et G deux sous-espaces d’un espace de dimension finie. Alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Démonstration : Soit S un supplémentaire de F'N G dans G. On a G = S @& (F N G). Montrer
alors que F+G =5 @ F.
c) Espaces supplémentaires

Soient F' et G deux sous-espaces d’un espace F de dimension finie. Alors F' et G sont supplé-
mentaires si et seulement si

FNnG={0g},
dim F +dim G = dim F.

Démonstration : Si F' et G sont deux sous-espaces d’'un espace E de dimension finie, alors
E=F+Get FNG = {0}. Donc

dim(F) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(F) + dim(G).
Remarque : Ainsi, si E est de dimension finie, les propositions suivantes sont équivalentes :
— F=F®G,
— E=F+Get FNG ={0g};
— FNG={0g} et dimF +dimG = dim F;
— F=F+GetdimF+dimG =dim£E.
d) Proposition

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et Fy, ..., [}, des sous-espaces de E. Alors
p
dim(Fy + -+ + F,) <> dim(F),
i=1

avec égalité si et seulement si la somme Fy + - - - + [}, est directe.
Démonstration : Par récurrence sur p. Pour p = 2, la formule de Grassmann donne

donc dim(F; + Fy) < dim(Fy) + dim(Fy) avec égalité ssi dim(F; N Fy) = 0, c’est-a-dire ssi
FinFy,={0}.
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e) Proposition

Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps K. On sait déja que
E x F est un espace vectoriel ; il est en plus de dimension finie et

dim(F x F) = dim(F) x dim(F).

Remarque : Si L(E, F) désigne I'ensemble des applications linéaires de F dans F, alors L(F, F))
est de dimension finie et sa dimension est dim(£) x dim(F’), mais cette formule sera vue dans
un prochain chapitre.

Démonstration : Elle sera faite dans le chapitre sur les matrices.

f) Rang d’une famille de vecteurs

Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel engendré par cette
famille. Exemple : pour une famille de vecteurs linéairement indépendants, son rang est le
nombre de vecteurs.

Exercice : Soit £ = R3 muni de la base canonique (ey, es, €3). Soient
21 =(1,2,3), z2=(0,2,1), x3=(2,6,7)
trois vecteurs de E et F = (x1, %2, x3). Déterminer le rang de la famille F et déterminer un
supplémentaire G de Vect(F) dans E.
I1I. Exercices

Exercice n°1 Soit a € R. Montrer que la fonction f, : © + cos(z+a) est combinaison linéaire
des fonctions sin et cos.

Exercice n°2

1. Montrer que I’ensemble
F = {(z1,29,23) € R® | 2y + 29 + 23 = 0}

est un sous-espace vectoriel de R3.
2. En est-il de méme pour

G = {(3’)1,%2,1'3) < Rg ’ T1+ To+ X3 = 1}7

Exercice n°3 Soit (a,b) € K% On note E,;, 'ensemble des suites u € K vérifiant :

Vn €, Upio = QUny1 + buy,.

Montrer que E,; est un sous-espace vectoriel de K.

Exercice n°4

1. Montrer que (cos,sin) est une famille libre de RE.
2. La famille (1, sin, cos, sin?, cos?) est-elle libre dans R¥ ?
3. Montrer que (1, X + 1, X? + X + 1) est une base de Ky[X].
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Exercice n°5 Dans le K-espace vectoriel K,,[X] des polynémes de degré au plus n, on consi-

dére la famille ¥ ) X .
<1, X g K9 ﬂ)

2 n!
1. Montrer que cette famille est libre.
2. Montrer que cette famille est une base de K, [X].

3. Soit P un polynome de degré au plus n. Donner ses coordonnées dans cette base.

Exercice n°6

1. Soit (21, x2, x3) une famille libre d'un K-espace vectoriel E. Montrer que
(332 + I3, T3 + T, X1 + ZBQ)

est libre.

2. Soit (x1, x9, x3, r4) une famille libre d’un K-espace vectoriel E. La famille
(w1 + @9, Ty + 13, T3+ T4, T1 + Ty)

est-elle libre ?

Exercice n°7 Pour a € R, on pose f, : R — R, x — |z — a|. Soit n un entier non nul et
ai,...,a, des réels distincts. Montrer que (f,,,. .., fa,) est une famille libre de RE.

Exercice n°8 Pour a € R, on pose f, : R = R, x +— e*. Montrer que pour tout entier
naturel n, la famille (f;)keo,n est libre.

Exercice n°9 Soit

F = {(71,29,23,74) € R* | 1 + 29 = 23+ 24 = 0}.

Montrer qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de R* et préciser sa dimension.

Exercice n°10 Pour a € K, on considére la famille

F={1, (X —a), (X-0a)? ..., (X —a)"}

pour n entier.

1. Montrer que F est une base de K, [X].

2. En déduire une nouvelle démonstration de la formule de Taylor dite polynomiale.

Exercice n°11 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, ' un sous-espace vectoriel
et H un hyperplan de F.

1. Montrer que dim(F N H) > dim(F) — 1.
2. Dans quel cas a-t-on égalité?

Exercice n°12 Soient F; et F5 deux familles finies d'un K-espace vectoriel de dimension
finie. On note F la famille obtenue en concaténant F; et F5. Montrer que

max(rg Fi,rg Fo) < rgF < rg Fi +rgFo.



Chapitre n°13 INP1 Cambrai

Exercice n°13 Soit

F={feC(R)| f(0)=f(1)=0}

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de C'*(R).

Exercice n°14 Montrer que R;[X] et Vect(1 + X + X?) sont supplémentaires dans Ry[X].

Exercice n°15

1. Soient A et B deux parties d’'un espace vectoriel £. Montrer que

Vect(A N B) C Vect(A) N Vect(B).

2. Soit A ={X —1,X}et B={1,X,X?}. Montrer que 1 € Vect(A) N Vect(B). Que dire
de l'inclusion réciproque ?

Exercice n°16

1. Déterminer le rang de la famille suivante :
Xi=(1,-1,1), Xo=(-1,1,-1), X3=(0,1,1), X4=(1,0,2).

2. Compléter en une base de R* la famille (e, es) avec e; = (1,1,1,1) et eo = (1,1, -1, —1).
3. Dans R3, soient u = (1,0,2), v = (1,1,2), w = (1,2,2) et t = (2,2,2).

(a) Montrer que (u,v,w,t) est une famille génératrice de R3.

(b) En extraire une base de R?.

Exercice n°17 Soit

{fEC’ /f } et G={x~ar+b]|(ab)ecR?.
Montrer que F' et G sont supplémentaires dans C'(R).

Exercice n°18 Déterminer un supplémentaire de

F={(z,y,z2,t) ER* | o +y+2=20—y+22+t=0}

dans R*.

Exercice n°19 Soit

F={(v,y,2,t) ER* |z + 3y — 2 = t}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de (R%, +, ).
2. Déterminer une famille génératrice de F'.

Exercice n°20 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces
vectoriels de FE.

1. On suppose que dim(F') + dim(G) > dim(F). La somme est-elle directe ?
2. On suppose que dim(F) + dim(G) < dim(E). La somme est-elle directe ?

Exercice n°21 Soit F' = {P € R3[X] | P(-1) = P(0) = P(1) = 0}, G = {P € R3[X] |
P(0) = P(1) = P(2) = 0}, et H = {P € Ry[X] | P(0) = P(1) = 0}. Montrer que H = F & G.
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Exercice n°22 Onnote F' = {P € R3[X] | P(0) = 0}. Donner une base de F' et sa dimension.

Exercice n°23 On note G = {P € R3[X] | P(1) = P(2) = 0}. Donner une base de G et sa

dimension.

Exercice n°24

1. Montrer que les polynomes P, = X, P, = X — 1 et P; = (X — 1)? forment une base de
Ry[X].
2. Déterminer les coordonnées de P = 2X? — 5X + 6 dans cette base.

Exercice n°25 Soit F'={P € R[X]: P(0) =0} et

G={(a+b+c)—aX —bX*—cX’: (a,b,c) € R*}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R[X].

2. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R[X] et déterminer une famille génératrice
de G.

3. Déterminer FNG.

Exercice n°26 (oraux concours) Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et F, G
deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que

dim(F 4+ G) + dim(FNG) = dim F + dim G.

Etude de trois problémes

Probléme n°1

L’objet du probléme est entre autre I'é¢tude des deux sous-ensembles suivants du R-espace
vectoriel Ry[X] :

F={aX'"+(a+B)X+5]|(a,B) R’} et G={PeRyX]|P(1) =0}

1. Propriétés de F
(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ry[X].
(b) Déterminer une base de F. En déduire dim(F).
2. Propriétés de G
(a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Ry[X].
(b) Sans déterminer une base de G, justifier que dim(G) < 4.
(c) Montrer que la famille (1,(X — 1)% (X — 1)3,(X — 1)) est une famille libre de
polynomes de G.
(d) En déduire que G = Vect(1, (X — 1)% (X — 1), (X — 1)%).
3. Propriétés de F' + G
(a) Exprimer F' + G comme un sous-espace vectoriel engendré.
(b) En déduire que F + G = R4[X].
4. Propriétés de FNG
(a) Rappeler la formule liant dim(F'), dim(G), dim(F + G) et dim(F N G). En déduire
dim(F N G).
(b) Déterminer une base de F' N G.

10
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Probléme n°2
Dans F(R,RR) on considére les fonctions :
forx—1, fi x> sin(2z), fo: x> cos(2x).
Soit
E = {f c F(R,R), I(a,b,c,d) € R* Vo € R, f(x) = acos’z + 2bsinz cosz + csin’z +d} .

1. Démontrer que la famille U = (fy, f1, f2) est libre.

2. Ecrire tout élément de E & 'aide des éléments de la famille .
3. Démontrer que F est un sous R-espace vectoriel de F(R,R).
4. Donner une base de F.

Probléme n°3 : Espace vectoriel des complexes

Dans C considéré comme espace vectoriel sur R, soit £/ ’ensemble des nombres complexes de
la forme a + ia, a € R, et soit F' ’ensemble des nombres complexes de la forme b — b, b € R.

1. Démontrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires.
2. Donner une base de E et une base de F'.
3. En déduire une base de C.
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