Chapitre n°18 INP1 Cambrai

Chapitre 18 : Calcul intégral
M. Calciano

I. Continuité uniforme
1) Définition
Soit f : I — R une fonction. On dit que f est uniformément continue sur [ si :

Ve>0, In>0, V(z,y) € I, [z —y| <n=|f(z) — f(y)| <e.

2) Théoréme de Heine (admis)
Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.

II. Intégrale des fonctions continues par morceaux
1) Intégrale des fonctions en escalier
a) Définition
Une subdivision de [a, b] est une suite o = (ax)o<r<n strictement croissante avec ag = a et
a, =b. On a ainsi :
a=ayp < a1 <@g < -+ < Qp_1 < ay,=D>b.

b) Vocabulaire

Si tous les points d’une subdivision 7 de [a, b] appartiennent & la subdivision o, on dit que
7 est plus fine que o.

c¢) Définition

On appelle fonction en escalier sur [a, b] toute fonction ¢ définie sur [a, b] pour laquelle il
existe une subdivision o = (ay)o<k<n de [a,b] vérifiant :

Vk € 1,n, I\, € R, Vo €lag_1;ai], o(x) = Ak

On dit que la subdivision ¢ est subordonnée & . On note E([a, b], R) 'ensemble des fonctions
en escalier définies sur [a, b].

FIGURE 1 — Dllustration d’une fonction en escalier.

Remarque : Il n’y a pas unicité de la subdivision subordonnée & ¢ dans la mesure ou toute
subdivision plus fine sera toujours subordonnée a .

d) Définition

Soit ¢ € E([a,b],R) une fonction en escalier sur [a,b] et 0 = (ax)o<k<n une subdivision
subordonnée a . On définit 'intégrale de ¢ sur [a, b] et on note :

b n
/ go(:v)da::/ 9022)\k(ak—ak_1).
a [a,b] k=1

Remarque/Théoréme (admis) : Cette quantité est indépendante de la subdivision choi-
sie.

2) Intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux

a) Définition

On dit que f : [a,b] — R est une fonction continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une
subdivision o = (ag)o<k<n telle que pour tout indice k de 1,7 :
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— La fonction f|; est continue,

ag,ap41(

— La fonction f; — R se prolonge continiiment en une fonction de [ay, aji1].

Ak, Af+1 [

On note C,,([a, b], R) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

FIGURE 2 — Exemple de fonction continue par morceaux.

b) Approximation d'une fonction continue par morceaux (théoréme admis)
Soit f € C,,([a,b],R) et e > 0. Il existe ¢, € F([a,b],R)? telles que :

0<t—p<e et < f<ah

¢) Intégrale d’une fonction continue par morceaux
Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Alors :

mf{/abso; 0 € B(a,b}R), sOZf} =sup{/abw; ¥ € B0, B, R), ¢sf}.

On définit I'intégrale de f de a a b, notée f; f(z)dz ou fab f, comme la valeur commune de
ces bornes supérieures et inférieures.

Démonstration : Pour tout € > 0, il existe p, v € E([a,b],R)? telles que 0 < o — p < ¢ et
@ < f <1 (c’est la proposition précédente). Pour e = 1/n, on construit donc deux suites ¢,
et 1, telles que :

sup|f —@n| =0 et sup|f—1, =0 (n— +00).
[a,b] [a,b]

Appelons respectivement «, et 3, ces bornes supérieures. Pour tout = € [a, b],

|on(2) = Yn(@)| = [on(x) = f(2) + f(2) = dn(@)| < [f(2) = on(@)] + [f(2) = Yu(2)] < an + Bo-

Or,
b b
/ Pn — / ¢n

II1. Propriétés de I’intégrale
1) Propriétés de 'intégrale des fonctions continues par morceaux

Soient f, g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b]. Soit ¢ € [a,b], (A, u) € R
Alors :

b b b
Linéarité:/()\f—i-,ug):)\/ f—i—u/ g.

b
s/ O — ] < (b— ) (0 + f) = 0.

b c b
Relation de Chasles :/ f:/ f+/ I

a ) a . C
Croissance : Si f < g, alors / f< / g.

b
Positivité : Si f > 0, alors / f=>0.
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Démonstration : Pour la positivité : il existe ¢ > 0 et ©, 9 ([ ] ]R)2 telles que 0 <
f

Y —p <eetp < f <. Pour e sufisamment petit, 0 < p <

/absag/abfé/abl/},
OS/abw—/absoé(b—a)ﬁ

2) Estimation d’intégrales
Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux. On note m = inf,y f et M =
SUP[a4 f-

e
<¢.0

et 0 < fab(w —p) < fab e, donc

— Encadrement d’une intégrale : m(b — a) / f< M- a).

[=[n
3) Intégrale définie-positive
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive sur [a, b]. Alors :

/abf@)dxzo,

avec égalité si et seulement si f est identiquement nulle.

Démonstration : Le fait que f; f(z)dx > 0 provient des propriétés du III. et du fait que
f soit positive. Pour 'égalité : si f n’est pas identiquement nulle, il existe z € [a,b] tel que
f(z) > 0. Par continuité de f, il existe un intervalle J C [a,b] autour de x tel que f(t) > @
sur J. Par croissance de 'intégrale :

— Valeur absolue d’une intégrale :

/ f(x)dx > /Jf(:v) dx > Longueur(/J) - @ > 0.

4) Remarque
En général,

b b
im_ / fult) dt # / i (1) dr

(voir le chapitre de deuxiéme année sur le théoréme de convergence dominée, entre autres).

IV. Liens primitive et intégrale

1) Définition

Soient g, G : I — K. On dit que G est une primitive de g sur I si G est dérivable sur [ et
Veel, G'(z) = g(z).

2) Intégrale fonction de sa borne supérieure

Soit f une fonction continue sur I, a € I, et

F:I—>K, F(x /f

Alors F' est dérivable sur [ et Vx € I, F'(x) =
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Démonstration : Soit F définie sur I par F(z) = [ f(t) dt. Montrons que F est dérivable
et que F' = f. Pour x € I, la continuité de f en x donne : pour tout € > 0, il existe n > 0 tel
que pour tout y avec |x — y| < n, on ait | f(z) — f(y)| < e. De plus,

F(z+h) — F(z) = / .

et z+h
F(z+h) - F(x) - hf(z) = / (1) — fla))dr.

Pour h > 0 tel que h <7,

z+h
[F(x+h) = F(z) = hf(z)] < / |f(t) = flz)|dt < eh.

Ainsi,

d’ou la conclusion.
a) Théoréme
Soit f € C(I,K). Alors f posséde des primitives sur /. La fonction

F(z) = / ")t

est I’unique primitive de f qui s’annule en x = a.
Démonstration : Penser a une constante prés, puis évaluer en a.
b) Théoréme fondamental
Soit f € C([a,b],K) et F une primitive quelconque de f sur /. Alors :

b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

Démonstration : A une constante prés, puis faire le calcul.
c¢) Calcul d’intégrales
Intégration par parties : soit (u,v) € C'([a,b],K)?. Alors :

Démonstration : Une primitive de u'v + uv’ est uv.

d) Changement de variable

Soient I,.J deux intervalles de R, ¢ : I — J une fonction de classe C!, f : J — K une
fonction continue. Soient («, ) € I?. Alors :

?(8) B
| swde= [ stetu)e o de
w(a) o

Démonstration : f(p(u))e’(u) a pour primitive F o ¢ ot F est une primitive de f.
Exercice

1
A laide du changement de variable z = cost, déterminer / V1—22dr.
—1
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2

Déterminer / cos(v/x) dz.
w2 /4
3) Intégrale d’une fonction paire/impaire/périodique
a) Etude selon parité
Soit f € C°([—a,a],R). Si f est paire, alors :

/_:f(a:)dx:2/0af(:c)d:v

|ty -
b) Etude selon période
Soit f € C°(R,R), T-périodique. Alors :

/:JFT f(z)dx = /OTf(x) dx

4) Théoréme de la valeur moyenne (admis pour ’instant)
Soit f € C([a,b],R). Il existe c € [a,b] tel que :

/ f(@)dz = F(S)(b - a).

Démonstration : Elle nécessite de connaitre le théoréme des accroissements finis. Soit F'(t) =
fat f(z)dx pour t € [a,b]. F est dérivable et F'(t) = f(t). Par le théoréme des accroissements
finis, pour ¢ = b, il existe ¢ € [a,b] tel que F(b) — F(a) = F'(c)(b — a), soit f flx)dr =
F(O)b - a).

5) Primitives de f: R — C

Soit f : I — C une fonction. On a I’'équivalence :

Si f est impaire, alors :

f admet des primitives sur [ <= x+— R(f(x)) et z — I(f(z)) admettent des primitives sur I.

/f dx-/?R dx+z/ S(f(x))de.

Démonstration : Soit f: I — C, s’écrivant f = u 4 v avec u,v : [ — R.

= On suppose que f admet une primitive F' sur I. F' étant & valeurs complexes, on écrit
F=U+1V avec U,V : I — R dérivables et on a :

Ve eI, U(x)+iV'(z) = F'(z) = f(z) = u(z) + iv(x).

On a alors

Par identification partie réelle-partie imaginaire, on alors pour tout x € I, U'(z) = u(z) et
V'(z) = v(z), c’est-a-dire que u et v admettent des primitives sur I.

< On peut voir ce résultat comme une conséquence de la linéarité de la primitivisation. On
suppose que u et v admettent des primitives sur I. Donc f = u + iv admet des primitives sur
1.

Exemple

Primitives sur Rde f: 2+ e® et de g:a T +m

6) Intégrale d’une fonction a valeurs complexes

Soit f : I — C une fonction continue et a,b € I. On a :

/f dm—/ R(f dac+z/ab°(f(x))dx.
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Alinsi,

(/f da:) /afe de et %(/abf(a:)dx):/ab%(f(x))dx.

Démonstration : C’est une conséquence directe de la proposition 5. Soit f : I — C s’écrivant
f =u+1iv avec u,v : I — R respectivement les parties réelles et parties imaginaires de f. Dire
que f est continue équivaut a dire que u et v le sont. Ainsi, par le théoréme 3, toutes trois
admettent des primitives et par la proposition 5, si U et V sont des primitives de u et v, alors
F = U + iV sera une primitive de f.

Dés lors : ,
/ f(z)de = F(b) — F(a) =

U(b) + iV(b) - (U(a) + iV( )) U(b) - U(a) + i(V(b) - V() = [Pu(z) de +i [ v(z)d.
Et puisque f; u(x) dx et f x) dx sont des réels, on a donc bien :

(/f dx) /?R ))dz et %(/abf(x)dx):/ab%(f(x))dx.

Exemple
Calculer

V. Sommes de Riemann
1) Définition
Soit f € C([a,b],R). Pour tout entier n # 0, on appelle somme de Riemann d’ordre n
associée a f la somme :
b— a e b—a
fla+k )
n « n

k=

Remarque : Cette somme correspond & l'intégrale d’une fonction en escalier g telle que
Vk € 0,n =1, glupups,| = J(ux) ot ug est la subdivision de [a, b] de pas (b — a)/n.

2) Théoréme (admis)

Soit f € C([a,b],R). Alors :

n—1

b;“Zf< +k—) /f (n — +00).

Et de fagon analogue :

oy f< —i—k—) [ (n— 400).
-3 [

----------
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Exercice

n
1
Déterminer lim Z
k=1

Annexe : quelques primitives
Soit u une fonction dérivable. Voici les primitives usuelles :

/. n un+1
1. uu" dr = +1pourn€N,avecuE]R.
n

n+1
2. /u’u” dx = U_I_ 7 pour n € 7=\ {—1}, avec u € R*.
n

w

u/
: /—d:v = In |u|, avec u € R*.
u

a+1
[ pour & € R\ Z, avec u € RT™.

wu de =

i

S S S S

wedr = e, avec u € R.

W Inudr =ulnu —u, avec u € RT.

u cosudxr = sinu, avec u € R.

W sinudxr = — cosu, avec u € R.

u'tanudr = —In|cosul, avec u € R\ {5 +nw, n € Z}.

/

10.

T dx = tanu, avec u € R\ {§ +nm, n € Z}.

11. [ vudx = u, avec u € R.

12. [ v'udx = u, avec u € R.

!/
Uu .
13. /\/ﬁ dx = arcsinu ou — arccos u, avec u €] — 1, 1].
—u
!/

14. / 4 dx = arctanu, avec u € R.
1+ u?

Quelques méthodes supplémentaires

1) Primitives de fonctions polyndémes en cos(z) et sin(x)

La méthode la plus générale consiste a linéariser I’expression ou, dans certains cas, d’essayer
de se ramener a la dérivée d’une composée.

4 . . el T —ix N
Exemple : Déterminer une primitive de x + cos® z. On a cosz = %, d’ou
5 e3ix + 361'2906—2'90 + 3eixe—2i:c + 6—31’9& 1 3
cos’ x = = —cos(3x) + — cos(z).
8 4 4

Donc une primitive est 15 sin(3z) + 2 sin(z).

2) Primitives de fonctions de la forme e cos(bx)
Pour déterminer une primitive de e* cos(bx), on peut identifier la fonction a la partie réelle
de e®ei* = @tz Huig on prend la partie réelle d’une primitive de e(@+®)e.
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3) Les régles de Bioche

Les régles de Bioche sont des régles pour calculer des intégrales de fractions rationnelles
en sinus et cosinus, en les ramenant & des intégrales de fractions rationnelles. Précisément,
posons w(x) = F(z)dx l'intégrande (avec I’élément différentiel). Alors :

— si w(—x) = w(x), on pose t = cosx,
— siw(m — ) = w(x), on pose t = sinx,
— si w(m+2) = w(x), on pose t = tanz,

— si aucune des propriétés n’est Vériﬁée on pose t = tan(z/2).
2t

Rappels : On a alors cosx = 1+t2, sinx = 1+t2, tanz = =5.
™4 sin® x
Exemple : Calculer I = / ——dz.
o l4cos“x

4) Décomposition en éléments simples
Proposition : Soient A et B des polynomes de K[X] et F = 4 (appelée fraction rationnelle).

Il existe un unique couple (Q, R) € (K[X])? tel que

—

F=Q+ % avec deg(R) < deg(B).

() est appelée partie entiére de F'; est appelée partie fractionnaire de F'.

a) Démontrer la proposition précédente.
X?2—5X+4 . X442X2+ X +1
—~x_9 , puis de X1 :
Le principe de la décomposition en éléments simples consiste a substituer & une fraction
rationnelle une somme de fractions « plus simples ». Le théoréme est illustré ci-dessous.
Soit
A

b) Déterminer les parties entiéres de

F =

m

aH — a;) H(X2+OéiX+ﬁi)yi

=1

ol A € R[X], @ € R, (a;)1<i<n € R™ (tous distincts) et pour tout i : (r;, ;) € (N*)?, a?—45; < 0.
Alors F' s’écrit de maniére unique sous la forme :

reoe S (Stiy) B (S )

]:

ou 'r’l-j,aij,bij eRet Q S R[X]
Cette expression est appelée décomposition en éléments simples de F' dans R[X].
Applications : Déterminer les décompositions en éléments simples de :

a) A:m.

b) B—X:fjl

o) E (X+2)1X+1)
d) O:X(X 1)(X+2)
e) D (X2Xj1)
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1
f) F=o o
) (X2 +2)2X2

V1. Exercices
Exercice n°0

Soit la fraction F =

1
X(X+1)
1. Reéaliser la décomposition en éléments simples.
2. En déduire une simplification pour n > 1 de Z ;
—~ k(k+1)

1
(k+1)(k+2)

n
3. Méme question avec E ’
k=1
Exercice n°1

1 1
1. Démontrer que /— dx = — arctan <£> + K avec K € R.
22 + a? a a
2. En déduire / T dx.
222 +5x+5

Exercice n°2

1
Soit f € C([0,1],R) telle que / f=0.
0

1. Démontrer que f s’annule au moins une fois.

1
2. On suppose de plus que tf(t)dt = 0. Démontrer que f s’annule au moins deux fois.
0

(On pourra raisonner par I'absurde en affirmant que f ne s’annule qu’une seule fois et
considérer fol (t —to) f(t) dt pour un réel ¢, € [0,1] bien choisi.)

Exercice n°3

1. Etudier la fonction f : 2 + sinh(z).
2. Démontrer que f admet une réciproque sur R.

3. Déterminer (f~')'(x) en fonction de .

4. dx. A T'aide d’une mise sous forme canonique, d’un changement

! 1
SOitI:/ _—
o Va2+2x+3

de variable et des questions précédentes, calculer I.

1 2
5. Calculer J :/ rhvetl dz.
0

224 avar+1+1

Exercice n°4 (Lycée Wallon)
On pose pour tout entier naturel n,

In:/ In"(z) dx.
1

1. Calculer I et I;.

2. Soit n € N. Etablir une relation liant I, et L.
e
3. En déduire que pour tout entier naturel n, 0 < I, < Py
n

4. Montrer que lim nl, =e.
n—-+00
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Exercice n°5

1. En procédant par IPP, calculer :
w/2
a) I :/ t* sin(t) dt.
0

/3 ¢ w/2
b) I, = / ———dtet I3 = / e’ cos(t) dt.
0 0

cos?(t)
L |
2. En procédant a des changements de variables, calculer I, = / W dt.
0 _
w/2 dr
3. Le but de la question est de calculer J = / _
o 1+sin(x)
LS|
a) Calculer K = ———dt
) /0 (1+1)?
b) Soit x € [0, 7/2]. On pose t = tan(z/2). Montrer que sinz = 1J2rtt2.

c¢) Calculer J a l’aide du changement de variable t = tan(z/2).

Exercice n°6

1. Pour x réel, linéariser sin? .

2. En déduire les primitives de z — sin® z.

Exercice n°7

/3 o
1. Calculer / cos(z) s?n(x) dz.
o cos(x)+ sin(z)

1
1
2. a) Calculer /0 m dx.
n—1
L : 1
b) En déduire nl_l)r_"l_loo % ER
?In(1 —1
3. Calculer / n(l+ x)2 n() dx (on posera y = 1/x).
1 x

Exercice n°8

w/4
Pour n entier naturel, on définit la suite I,, = / tan” x dzx.
0

1. Montrer que cette suite est positive et décroissante.

2. Expliquer pourquoi cette suite converge.

1

3. Démontrer que [, + I, = P

4. Démontrer que

2n+1) = " T n+ 1
5. En déduire la valeur de la limite.

Exercice n°9
Pour n entier naturel non nul, on définit :

1 n 1 2n—1
1, :/ x de et J, :/ a dx
o 1+an o 14+a"

1. Justifier I'inégalité 0 < I,, < J,.

1
2. Justifier l’mégahté 0 S Jn — ]n S m

10
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3. A T'aide d’un changement de variable, calculer J, (on remarquera que 22"~ =

4. Déduire des questions précédentes lim —.

Exercice n°10

1. a) Montrer que pour k entier non nul,

2. Montrer que pour tout n > 0,

"1
2/n—-2<) — <2y/n—1
= vk

Exercice n°11

x
Pour n entier, on pose f : x — /
0

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. On définit sur R la fonction A : =z — /
1

fonction de h(x).

3. En déduire pour = # 0, une relation entre f(1), f(1/x) et f(x).

4. Déterminer hrf f(x) en fonction de f(1).
T—r+00

Exercice n°12

Déterminer les limites des suites définies par le terme général suivant :

n

1. Zﬁ

k=1

" k

k=1

3 P
. — Vn2 + 2kn’

Exercice n°13

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1
PR =y
2X
2. S(X):—X2+X+1‘
X4+ X242
3. T(X) AT

Exercice n°14
w/2

Calculer sin?(x) cos® () du.

0
Exercice n°15

%<ﬁ.

b) En déduire que pour tout entier naturel n > 2, on a :

"1 ndt
§ﬁ<[%

:X3+5X2+8X+4'

Exprimer pour z # 0, h(1/z) en

11
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Soit T > 0 et f une fonction continue et T-périodique sur R. On pose

F(z) = /:+T F(t)dt — /OTf(t) dt.

Justifier que F est dérivable sur R et déterminer F’. En déduire que l'intégrale de f sur une
période est constante.

Exercice n°16 (oraux concours)

Soit ¢ : R — R la fonction définie par :

int
gp(t)z%pourt;«éo et (0)=1.

Soit f : R — R définie par :
2x
fo) = [ et

a) Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.
b) Justifier que f est dérivable et calculer f'(z).

c¢) Dresser le tableau de variation de f.

Exercice n°17
Déterminer les primitives de :

1. x> sin(4z)e3®.

1
2. T +— b

12



