Chapitre 10 :

L

Nombres réels et suites

Les réels

D

2)

3)

4)

Définition

Soit A une partie de R

La borne supérieure de A est, s'il existe, le plus petit des majorants de A.
Elle se note sup A

La borne inférieure de A est, s'il existe, le plus grand des minorants de A.
Elle se note inf A

Remarque : Si les réels infA et supA existent alors inf A<sup A

Attention : Ne pas confondre les notions de plus grand élément de A (noté max
A) et de borne supérieure de A.

Si A posséde un plus grand élément alors sup A = max A, par contre si A posséde
une borne supérieure : sup A, on n’a pas nécessairement de plus grand élément.
Ex:]0;1]

La remarque reste valable pour inf A et min A.

Propriétés (admises)
Toute partie non vide de R et majorée posséde sa borne supérieure
Toute partie non vide de R et minorée posséde sa borne inférieure

Ex: L'intervalle I = ]a ;b[ (pour a et b réels) admet a comme borne inférieure et b
comme borne supérieure.

Théoreme
Soit A une partie de R, et M un réel, alors on aM = sup A si et seulement si: Vx €
Ax<MetVe>0,IxEAM—e< x

De méme :
Soit A une partie de R, et m un réel, alors on a m=inf A si et seulement si: Vx €
Am<xetve>0,daxEAx<m+e¢

Démonstration :

Le premier point précise que « a » est un majorant et le second point que c’est le
plus petit...

Ainsi:Ve > 0,3x €Ad,a—e < x

Exemple : Quelle est la borne inférieure de A={21, ne N} ?

Intervalles de R
Les intervalles de R sont les parties I de R vérifiant: Vx € I,Vy € I, [x;y] € |

Démonstration : Clairement si I intervalle alors I vérifieVx € ,Vy € I,[x;y] €
Supposons que I vérifie :¥x € LYy € 1,[x;y] € I

Soit a et b les bornes inférieure et supérieure de I, éventuellement a=-o et h=co
Alors [ est de la forme (a,b) (la parenthése correspondant a un crochet ouvert ou
fermé)
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5)

Densité

Soient x et y deux réels tels que x<y :

Il existe un nombre rationnel r dans I'intervalle |x ;y[
Il existe un nombre irrationnel ¢ dans l'intervalle |x ;y[

Remarque : Cela permet de construire R comme « une extension de Q »
On dit que Q est dense dans R

II. Les suites

D

2)

3)

4)

5)

6)

Définition
On appelle suite de nombres réels, toute fonctionu: N - R
Dans ce cas, on note pour tout entier n: u, = u(n) etu = (Uy) ey

Notation : RN désigne I'ensemble des suites réelles.

Suites réelles et ordre

Soitue RN

On dit que u est minorée, majorée ou bornée si A = {u,€ R, n€ N} 'est!
On dit que u est croissante si Vn € N, u,, < u,4q

On dit que u est décroissante si ¥n € N, u,, > u,41

On dit que u est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Définition :

Soitue RN

Si u est minorée, la borne inférieure de u est : inf,cy Uun = inf {us€ R, n€ N}
Si u est majorée, la borne supérieure de u est : sup,cy Un = sup {ux€ R, n€ N}

Exemple : Soit la suite (u,) définie par u, = n—; pour n€ N,

. , , 1
Alors u, est minorée par 0, inf,,cy Un = 0 et sup,ey Un = 3

Suites extraites

Soit u et v deux suites, on dit que v est une suite extraite de u s’il existe une
fonction ¢: N — N strictement croissante telle que : Vn € N, v,, = u,y,)

Remarque : La fonction ¢ vérifie nécessairement : ¢(n)>n
Démonstration : Evidente par récurrence !

Limite

Soitu€e RN et1un réel

-on dit que u converge verslsi: Ve > 0,3n, €N, (Vn=>nyg = |lu, — | < ¢€)
-on dit que u diverge vers +o, VA € R,Any EN,(Vn =2 ny = A < u,)

-on dit que u diverge vers -0, VA € R,3ny EN,(Vn =2 ng = u, < A)

Théoréme dit de « 'unicité de la limite »
Soitue RN, (1;I)e R?

Si lim u, =1let lim u, =1",alorsl="_
n—-+oo n—-+oo

Premiere année classe préparatoire INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai, M. Calciano




7)

8)

9)

Démonstration :

Ve>0,Ang EN,(Vn=>nyg = |u, — | < ¢€)

Ve>0,an, eN,(Vvn=ny = |u, —l'| < ¢)

En particulier poure /2, et n=max(np;nz), lu, — | < ¢/2etlu, —U'| < /2
Or [I-l')< lu, — | +|u, —U'| < ¢, en faisant tendre € vers 0,1 =1

Limites et inégalités
Soient u et v deux suites de réels convergentes

Si lim u, < lim vyalors:3any €N, (Vn=>2ny = u, <v,
n—-+oo n—-+oo

Sivhn € Nyu, <wv,alors: lim u, < lim v,
n—-+oo n—-+oo

Attention : Lors d’un « passage a la limite », une inégalité méme stricte conduit a
une inégalité large.

Proposition :
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration : En appelant I la limite, on a : u converge vers/si:¥e > 0,3n, €
N,(vn=ny=|u, -1l < &)

Poure =1, ona:3nyg €N, (Vn > ng = |u, — | £ 1), pourn = ny, u,<1+1

1l suffit de prendre max(uy,...,uno,;1-+1)

Remarque : La réciproque est fausse, penser, par exemple, a u, = (-1)»

Théoremes

a) Suites extraites d’une suite convergente
Soitue RN et]un réel, siu converge vers | alors toute suite extraite de u
converge vers l.

Démonstration : En appelant ] la limite, on a : u converge vers [si :¥e >
0,any €N, (Vn=ny = |u, —l| < €),Vn € N, v, = uypn) avecp(n)>n
Donc:ep(n) >n =>ny, = |u¢,(n) - l| < ¢ etv,converge vers I.

b) Proposition
Soit f: = R, une fonction définie dans un intervalle I, a un point de I ou une
extrémité de 1.

LER

u€ RN

Si: lim u, =aetlimf(x) =Lalors: lim f(u,) =1L
n—-»>+oo x—-a n—-+oo

Démonstration :

Ve>0,ang N, (Vn=2nyg = |u, —al < ¢€)
EtNe > 0,an>0 [x-al<n =/{(x)-L/]< €
D’oui Ia conclusion !
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©)

d)

Opérations sur les limites

Soitue RN, ve RN

(L;L) e R?

Soit a un réel non nul

On suppose que nl_i)rlloo u, = Let lim v, =1’

n—-+o

Alors: lim |u,| = |L|

n—-+oo
Alors: lim u, X v, = LL’

n—-+oo
Alors: lim u,+v,=L+L'

n—-+oo
Alors: lim au, = alL

n—-+o

Alors, si L#0, lirll 1/u,=1/L
n—-+oo

Alors, si L = 0+, lirll 1/u, = +oo
n—>+oco

Il peut étre judicieux de se souvenir des tableaux de limites vus en terminale :

lim wu, = 14 { +o0 —00 +o0
n—+ oo

: pf
lim v, = £ +o0 +o0 —00 —00
n——+oo

lim
n——+oo

] ol . " n
Un + Un = {4+ £ +o0 +00 —00 Indéterminée

lim wun, = { £#0 +oo —00 0]

n——+400

- T
lim v, = 14 00 +00 -0 +oo
TI—++00

lim w,v, = o 00 +o00 +00 Indéterminée
n—++00

liLJIrl Uy = 14 £#0 +o0o +o0o 0
n— o0

lim v, = "0 +o0 I #0 +oo 0
Tn— 400

. lUn [4 ) i ) iy
lim — = — 0 +00 Indéterminée Indéterminée
n—+o00 Uy A

Exemple : Montrer que la suite u, = n®ncos(n) diverge.

Comparaison
Soitue RN, ve RN, we RV,

On suppose que u et w convergentvers Letque:vVn € N,u, < v, <w,

Alors v est convergente et lim v, =L
n—+oo

Démonstration :

Ve>0,ang N, (Vn=>ng = |lu, —al < ¢)

Ve>0,an, EN,(Vn=>n, = |w,—a|l < ¢€)

Ainsi, pour n>max(ng,ny), |, - a/l<max(|u, — al, |lw, —a|)< ¢

Théoréme
Soitue RN, ve RN
Si lim u,=0
n—+oo
Sivn €N, |v,| < |u,|
Alors, v est convergente et sa limite est 0.

Démonstration : On a—u, < v, < u, eton applique le théoréme
d’encadrement.
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Si lim u, =
n—-+oo
SivheN,u, <v,

Alors, v est divergente et sa limite est co

f) Théorémes de la limite monotone
Soit ue RN, monotone, alors u est convergente si et seulement si u est bornée

Si u est croissante, et majorée alors u est convergente
Si u est croissante, non majorée, alors elle diverge vers +oo

Si u est décroissante et minorée alors u est convergente
Si u est décroissante et non minorée, alors u diverge vers -co

Démonstration : Montrons que si u est croissante, et majorée alors u est
convergente.

Ona:YneN, u,<ups;

De plus:3AM € R,Vvn e N,u, <M

Soit A = {u,/ n€ N } est une partie non vide de R, et majorée, donc elle admet
une borne supérieure notée L.

Et:Ye > 0,3AN €N, L-e<uy<L

Comme uy est croissante, Yn = N, L-e <uy< u, <L, donc u, converge vers L

10) Suites adjacentes
a) Définition
Deux suites u et v sont dites adjacentes si I'une est croissante et 'autre
décroissante, et si (un-vn) converge vers 0.

b) Théoréme
Si u et v sont deux suites adjacentes, alors u et v sont convergentes et de
méme limite L.
Et si u est croissante (et donc v décroissante) : V(n,p) € N2, u,, < L < v,

Démonstration : Si u est croissante et v décroissante, alors : nécessairement
U, < vy

Et:u, < v, <v,doncu, converge

De méme, v, converge

Comme (u,-v,) converge vers 0, on a u, et v, ont méme limite.

. . e 1
Exemple : On souhaite montrer que la suite u définie par u, = Z;{LOE est
convergente.

On introduit a cette fin la suite v définie par v, = u, +

nxn!
Montrer que u et v sont adjacentes et conclure !

¢) Théoreme de Bolzano-Weierstrass (admis)
De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite qui converge.
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I11.

Suites récurrentes

D

2)

3)

4)

Théoreme-Définition

Soit fune fonction de I dans I (I désigne un intervalle) et a un réel de 1.
Il existe une unique suite u telle que :

Pour tout entier naturel n : un4+1 = f(un) etup = a

Remarque : la fonction f est appelée fonction itératrice

Remarque n°2

Si f: x—x+c alors u est arithmétique de raison c

Si f: x— ax alors u est géométrique de raison a
Sif:x— ax+c alors u est arithmético-géométrique.

Théoreme

Pour une suite telle que définie au 1), si l'itératrice est monotone alors :

Si f est croissante, alors u est monotone.

Si f est décroissante, alors (uzn) et (uzn+1) sont monotones et de monotonies
contraires.

Démonstration : En exercice !

Théoreme
Pour une suite telle que définie au 1), si l'itératrice est continue alors :

Si u converge vers L dans |, alors L est solution de I'équation f(x) = x
Remarque : Les solutions de I'’équation de f(x) = x sont appelés points fixes de f.
Démonstration : uy4+; et u, ont la méme limite, donc L vérifie f(x) = x

Suite récurrente linéaire homogene d’ordre 2

a) Définition
Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants est une suite,
réelle ou complexe, vérifiant une relation de récurrence du type :Vn €
N, up4, = auyyq + buy, (aetb sont deux constantes et b #0)

Remarque : L’équation x2-ax-b = 0 est appelée équation caractéristique de la
relation récurrente.

b) Théoréme (cas complexe)
SiI'équation caractéristique posséde deux racines distinctes r et r; alors les
suites complexes solutions sont de la forme : a4 (r1)™ + a,(r;)" avec a4 et
a, deux complexes.
Sinon, si 'équation caractéristique posséde une racine double r alors les
suites complexes solutions sont de la forme : ar™ + a,nr" avec a4 et a,
deux complexes.

Démonstration : Clairement les suites proposées sont solutions. Mais y-en-a-
t-il d'autres ?
Soit v, une autre solution.
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Mais si vy = ug et vi=u; alors u, = v,

En effet :

Par récurrence, Soit P,: « u, = v, »

Py et P; sont vraies.

Si P, est vraie, alors u,+; = aul, + buy.; = avy+bvip1 = Vars

Théoreme (cas réel)

SiI'équation caractéristique posséde deux racines distinctes r; et rz alors les
suites réelles solutions sont de la forme : a17," + a,r," avec a4 et a, deux
réels.

SiI'équation caractéristique posséde une racine double r alors les suites
réelles solutions sont de la forme : a7 + a,nr™ avec a, et a, deux réels.

SiI'équation caractéristique ne posséde aucune solution réelle, alors en
notant 'une des deux solutions complexes sous la forme r = pe®? alors les
solutions réelles sont de la forme : p™(a,cos(nf) + a,sin(nh)) avec a, et a,
deux réels.

Exemple : Soit la suite de Fibonacci définie par : Fo = 0, F1=1 et Fnt2=Fn+1+F,
donner I'expression de F, en fonction de n.

0|

Uy Ug Ug U, U U, Uy U3 Us UpUg ]

Représentation graphique de la suite u définie par iy = % et iy, = 1 — u? pour tout
n € N (cf. exercice n° 6).
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