Chapitre n°10 INP1 Cambrai

Chapitre 10 : Les suites
M. Calciano

I. Les réels

1) Définition

Soit A une partie de R.

La borne supérieure de A est, s’il existe, le plus petit des majorants de A. Elle se note
sup A.

La borne inférieure de A est, s’il existe, le plus grand des minorants de A. Elle se note
inf A.

Remarque : Si les réels inf A et sup A existent, alors inf A < sup A.

Attention : Ne pas confondre les notions de plus grand élément de A (noté max A) et de borne supérieure
de A.

Si A posséde un plus grand élément, alors sup A = max A ; en revanche, si A posséde une borne
supérieure sup A, on n’a pas nécessairement de plus grand élément.

Ex :]0;1].
La remarque reste valable pour inf A et min A.
2) Propriétés (admises)

Toute partie non vide de R et majorée posséde sa borne supérieure.
Toute partie non vide de R et minorée posséde sa borne inférieure.

Ex : L’intervalle I =]a ;b[ (pour a et b réels) admet a comme borne inférieure et b comme borne
supérieure.

3) Théoréme

Soit A une partie de R, et M un réel, alors on a M = sup A si et seulement si :
Vxe A, x<M et Ve>0, Ixec A M—-e<x

De méme :

Soit A une partie de R, et m un réel, alors on a m = inf A si et seulement si :

Vxe A m<x et Ve>0, Ix€c A, x<m+e¢

Démonstration : Le premier point précise que « a » est un majorant, et le second point que c’est le plus
petit. ..

Ainsi : Ve >0, dx € A, a—e < x.
Exemple : Quelle est la borne inférieure de A = {27", n € N} 7
4) Intervalles de R

Les intervalles de R sont exactement les parties I de R vérifiant :

Veel, Vyel, [zy]C 1
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Démonstration : Clairement, si I est un intervalle, alors I vérifie Nz € I, Yy € I, [z;y] C 1.
Supposons que I vérifie :Nx € I, Yy € I, [z;y] C 1.

Soit a et b les bornes inférieure et supérieure de I, éventuellement a = —oo et b = +00.

Iy a9 cas a distinguer selon que b€ R\ I, b€ I oub=+oo, et de méme pour a !

Et on constate bien que I est de la forme (a,b) (la parenthése correspondant & un crochet ouvert ou
fermé selon le cas).

5) Densité

Soient = et y deux réels tels que = < y :

Il existe un nombre rationnel r» dans ’intervalle |z ;y|.

Il existe un nombre irrationnel ¢ dans ’intervalle |z ;y[.
Remarque : Cela permet de construire R comme « une extension de Q ».

On dit que Q est dense dans R.

II. Les suites

1) Définition

On appelle suite de nombres réels toute fonction u : N — R.

Dans ce cas, on note pour tout entier n : u, = u(n) et u = (up)pen-
Notation : RY désigne I’ensemble des suites réelles.

Notation : On prendra grand soin de ne pas confondre :

e une suite, qui est une application, et qui sera notée u, (u,)nen Ou éventuellement (u,) s'il n’y a
pas d’ambiguité ;

e son terme général, qui est un réel, et qui sera noté u,, ou directement donné par une expression
en n.

Ainsi, des énoncés comme « u, est croissante » ou « wu, converge » sont & proscrire | C'est « u est
croissante » ou « w converge ».

2) Suites réelles et ordre

Soit u € RN,

On dit que u est minorée, majorée ou bornée si A = {u,, n € N} Pest !
On dit que u est croissante si Vn € N, u, < upt1.

On dit que u est décroissante si Vn € N, u, > Upt1.

On dit que u est monotone si elle est croissante ou décroissante.

3) Définition

Soit u € RN,

Si u est minorée, la borne inférieure de w est : inf w, = inf{u,, n € N}.
neN

Si u est majorée, la borne supérieure de u est : sup u, = sup{u,, n € N}.
neN

1
Exemple : Soit la suite (u,,) définie par u,, = e pour n € N. Alors u,, est minorée par 0, in£I Uy =0
n ne
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et supu, = -
neN

4) Suites extraites

Soit u et v deux suites. On dit que v est une suite extraite de u s’il existe une fonction
¢ : N — N strictement croissante telle que : Vn € N, v, = uy(yn)-
Remarque : La fonction ¢ vérifie nécessairement : ¢(n) > n.
Démonstration : Evidente par récurrence !

Mais alors, la suite (ug,+1) est-elle une suite extraite de (ugy,) ?

Déja, intuitivement. . .non, il serait étrange que les termes impairs soient contenus dans les termes
pairs. .. pourtant : ¢ : 2n — 2n 4 1 est croissante 7

Oui, et si on pose wy, = Ugy, alors Ugn 1 = Wy(n) = Usp(n), donc 2n + 1 = 2p(n),
1

soit p(n) =n+ 3 n’est plus & valeurs dans N.

Plus généralement, si (u,) posséde une suite extraite définie a 'aide de ¢,

et si (uw(n)) posséde elle-méme une suite extraite définie a ’aide de 2,

alors cette derniére est une suite extraite de (u,) définie avec ¢ o 1.

5) Limite

Soit u € RY et [ un réel.

e on dit que u converge vers [ si: Ve >0, Ing € N, (Vn >ng = |u, — 1| <¢);
e on dit que u diverge vers +oosi: VAER, dng €N, (Vn >ny = A < uy,) ;
e on dit que u diverge vers —oo si : VA € R, dng € N, (Vn > nyg = u,, < A).

6) Théoréme dit de « 'unicité de la limite »

Soit u € RN, (I;1') € R’

Si lim w,=1I1et lim wu, =10, alorsl=10.
n—-+00 n—-+o00

Démonstration :

Ve>0, dng eN, (Vn>ng = |u, — 1| <¢)

Ve>0, In; €N, (Vn>ny = |u, —U'| <e)

En particulier pour £/2, et n > max(ng;ny), |un, — 1] <e/2 et |u, — '] <e/2.

Or |l =U| < |up =1+ |up, = U'| <& ; en faisant tendre e vers 0, [ =1'.

7) Limites et inégalités

Soient u et v deux suites de réels convergentes.

Si lim wu, < lim v, alors: 3ng € N, (Yn > ny = u, < vy,).
n—-+oo n—-+oo

Sivn €N, u, <wvyalors: lim wu, < lim wv,.
n—-+oo n—-+4o0o

Attention : Lors d’un « passage a la limite », une inégalité méme stricte conduit 4 une
inégalité large.
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8) Proposition

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration : En appelant | la limite, on a : u converge versl si : Ve >0, Ing € N, (Vn > ng =
lup, — 1] <e).

Poure =1, ona:3ng €N, (Vn>ny= |u, — 1| <1), donc pour n > ng, up, <1+1.

Il suffit alors de prendre max(ug, ..., un,; 1 + 1) comme majorant (et un raisonnement analogue pour
le minorant).

Remarque : La réciproque est fausse, penser par exemple a u,, = (—1)".

9) Théorémes
a) Suites extraites d’une suite convergente

Soit u € RN et I un réel. Si u converge vers [, alors toute suite extraite de v converge vers
l.

Démonstration : En appelant | la limite, on a : u converge versl si : Ye >0, Ing € N, (Vn > ng =
lun, — 1| <€), et Vn € N, v, = uy () avec p(n) > n.

Donc : p(n) >n > ng = [uym) — | < e et v, converge vers 1.

b) Proposition

Soit f : I — R une fonction définie dans un intervalle I, a un point de I ou une extrémité de I.
LeR, ueRN

Si : ngrfoo Up, = a et il_r)r(ll f(z) =L alors : ngrfoof(un) =1L.

Démonstration : Ve > 0, Ing € N, (Vn > ng = |u, —a| < ¢).

Et :¥e>0, >0, |[r—a| <n=|f(z) - L| <e.

D’otu la conclusion !
c) Opérations sur les limites

Soit u € RN, v ¢ RN, (L; L) € R>. Soit a un réel non nul.

On suppose que lim wu, = Let lim v, =L’

n—-+00 n—-+00
Alors : lim |u,|=|L|.
n—-+o0o
Alors : lim w, X v, = LL'.
n——+00
Alors : lim (up +wv,) =L+ L.
n—-+o0o

Alors : lim oau, = aL.
n—-+00

1 1
Alors, si L #0, lim — = —.

n—+00 Up, L

Alors, si L =07", lim 1 +o0.
n—-+4oo Un

Il peut étre judicieux de se souvenir des tableaux de limites vus en terminale :
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lim wu, = / 4 +00 | —00o +00
n—-+o0o
lim v, = v 400 | 400 | —00 —00
n—-+00
lm (up,+v,)=| L+ | oo | +o0 | —oo | Indéterminée
n—400
lim wu, = £ | 0#£0| £o0 | —00 0
n—-+4o0o
lim v, = ¢ | £oo | 400 | —00 +00
n—-+00
lim wupv, = | 00 | oo | oo | 400 | Indéterminée
n—400
lim wu, = L £#0 | *oo +o0 0
n—-+o00o
lim v,= |V #0| oo | £/ #0 +oo 0
n—-+00 g
lim Un _ — 0 +oo | Indéterminée | Indéterminée
n—+00 Uy 4

2

Exemple : Montrer que la suite u,, = n* — ncos(n) diverge.

d) Comparaison

Soit u € RN, v € RN, w € RN,
On suppose que u et w convergent vers L et que : Vn € N, u, < v, < wy,.

Alors v est convergente et lim v, = L.
n—-+o0o

Démonstration :
Ve >0, 3ng e N, (Vn>ng = |u, — L| <¢)
Ve >0, In; €N, (Vn>n = |w, — L| <¢)

Ainsi, pour n > max(ng,n1), |v, — L| < max(|u, — L|, |w, — L]) <e.

e) Théoréme

Soit u € RN, v € RN
Si lim u, =0
n—-+00
Si Vn € N, |Un| < |un|
Alors, v est convergente et sa limite est 0.
Démonstration : On a —uy, < v, < uy, et on applique le théoréme d’encadrement.
Si lim wu, =+o00
n—-+00

SivVn eN, u, <y,

Alors, v est divergente et sa limite est +oo.

f) Théorémes de la limite monotone

Soit u € RN monotone, alors u est convergente si et seulement si v est bornée.
Si u est croissante et majorée, alors u est convergente.

Si u est croissante et non majorée, alors elle diverge vers +oo.

Si u est décroissante et minorée, alors u est convergente.

Si u est décroissante et non minorée, alors u diverge vers —oo.
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Démonstration : Montrons que si u est croissante et magjorée, alors u est convergente.
Ona:VneN, upy < Upqr.
De plus : AM € R, Vn e N, u, < M.

Soit A = {un/n € N} : ¢’est une partie non vide de R, et majorée, donc elle admet une borne supérieure
notée L.

Et :¥e>0,INEN, L—¢<uy<L.

Comme u, est croissante, Yn > N, L —e <uy <wu, < L, donc u, converge vers L.

10) Suites adjacentes : https://youtu.be/eg2ng0mFQXY
a) Définition

Deux suites u et v sont dites adjacentes si ’une est croissante et ’autre décroissante, et
si (u, — v,) converge vers 0.

b) Théoréme

Si u et v sont deux suites adjacentes, alors u et v sont convergentes et de méme limite L.
Et si u est croissante (et donc v décroissante) : V(n,p) € N2, u,, < L < v,

Démonstration : Si u est croissante et v décroissante, alors nécessairement u, < vp,.

Et vy <wv, <vy donc u, converge.

De méme, v, converge.

Comme (up, — vy) converge vers 0, u, et v, ont méme limite.
n
Exemple : On souhaite montrer que la suite u définie par u, = Z il est convergente.
k=0
1

nxnl

On introduit & cette fin la suite v définie par v,, = u,, +

Montrer que u et v sont adjacentes et conclure !

c) Théoréme de Bolzano-Weierstrass

De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite qui converge.

Démonstration : Construisons par dichotomie deuz suites adjacentes encadrant une infinité de termes
de u.

Comme u est bornée, il existe ag < by tels que tous les termes de u appartiennent a [ag, bo].

On construit alors par récurrence deuzx suites (ay) et (by) : & chaque étape, on coupe |an,by] en son
. an +0b - . ‘
milieu ¢, = %, et on choisit pour [an+1,bnt1] celle des deux moitiés [an, ¢, ou [cn,by] qui

contient une infinité de termes de u (I’'une au moins des deuzx en contient une infinité, car leur réunion
en contient une infinité).

. : bo — ao .
On a alors (ay) croissante, (by,) décroissante, et b, — a, = o 0 : les suites (ay) et (by) sont
donc adjacentes (cf. théoréme précédent), et convergent vers une méme limite L.

Construisons enfin une suite extraite de u convergeant vers L : on choisit ¢(0) tel que uy o) € [ao, bo,
puis, @(n) étant choisi, comme [ant1,bpt1] contient une infinité de termes de u, on peut choisir p(n+
1) > ¢(n) tel que Upmi1) € [ant1,bny1]-

La fonction ¢ est alors strictement croissante, et pour toul n, an < Ugyp)y < by : par encadrement,
Up(n) — L.


https://youtu.be/eg2ng0mFQXY
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11) Suites complexes
a) Définition

Soit u € CN. On dit que u est bornée si et seulement si AM € R tel que Vn € N, |u,| < M.

b) Proposition

Soit u € CN. u est bornée si et seulement si (Re(uy)) et (Im(u,)) sont bornées.

c) Proposition
Soit u € CN et £ € C. Alors,

lim u, =¢ <= lim Re(u,) =Re(¥) et lim Im(u,)=Im(¢).

n— o0 n—oo n—oo

IT1I. Suites récurrentes

1) Théoréme-Définition

Soit f une fonction de I dans I (I désigne un intervalle) et a un réel de I.
Il existe une unique suite u telle que :

Pour tout entier naturel n : up41 = f(u,) et up = a.

Remarque n°1 : la fonction f est appelée fonction itératrice.
Remarque n°2 :

Si f:x — x4+ calors u est arithmétique de raison c.

Si f:x — ax alors u est géométrique de raison a.

Si f:x — ax + c alors u est arithmético-géométrique.

2) Théoréme

Pour une suite telle que définie au 1), si ’itératrice est monotone alors :
Si f est croissante, alors u est monotone.
Si f est décroissante, alors (ug,) et (u2,+1) sont monotones et de monotonies contraires.

Démonstration : En exercice !

3) Théoréme

Pour une suite telle que définie au 1), si ’itératrice est continue alors :
Si u converge vers L dans I, alors L est solution de I’équation f(x) = z.
Remarque : Les solutions de I'équation f(z) = x sont appelées points fixes de f.

Démonstration : up4+1 et uy, ont la méme limite, donc L vérifie f(x) = x.

[lustrons la méthode par deux exemples de suite u,+1 = f(uy,) avec ug = 1/4, représentés a 'aide d’un
diagramme en « escargot » (la courbe de f en rouge, la droite d’équation y = x en rouge également,
et la construction itérative des termes de la suite en vert) :
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up=1/4et Vn € N, upy1 =1+ 2un, up =1/4et Vn € N, upy1 =5 — 2un

4) Suite récurrente linéaire homogéne d’ordre 2
a) Définition

Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coeflicients constants est une suite, réelle ou complexe, vérifiant
une relation de récurrence du type : Vn € N, upio = aupy1 + buy, (a et b sont deux constantes et
b #0).

Remarque : L’équation =
récurrente.

2 _ax — b =0 est appelée équation caractéristique de la relation

b) Théoréme (cas complexe)
Si ’équation caractéristique posséde deux racines distinctes r; et ry, alors les suites com-
plexes solutions sont de la forme : o177 + agry avec a; et s deux complexes.

Sinon, si ’équation caractéristique posséde une racine double r, alors les suites complexes
solutions sont de la forme : a17™ 4+ asnr™ avec a; et as deux complexes.

Démonstration : Clairement les suites proposées sont solutions. Mais y en a-t-il d’autres ¢

Soit v, une autre solution.

Montrons que si vg = ug et v1 = uy alors u, = vy.

En effet, par récurrence, soit P, : « up = v, ».

Py et P sont vraies.

Si P, (et Pn—_1) est vraie, alors uny1 = auy + bup_1 = avy + bvp—1 = Uy

c) Théoréme (cas réel)

Si I’équation caractéristique posséde deux racines distinctes r; et 79, alors les suites réelles

solutions sont de la forme : a7} + agry avec a; et oz deux réels.

Si I’équation caractéristique posséde une racine double r, alors les suites réelles solutions
sont de la forme : a1r™ + asnr™ avec a1 et oy deux réels.

Si I’équation caractéristique ne posséde aucune solution réelle, alors, en notant ’une des
deux solutions complexes sous la forme r = pe'?, les solutions réelles sont de la forme :
p" (a1 cos(nB) + agsin(nf)) avec a; et ay deux réels.
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Exemple : Soit la suite de Fibonacci définie par : Fy = 0, F1 = 1 et Fy40 = Fpy1 + Fy, donner
I’expression de F;, en fonction de n.
5) Suites arithmético-géométriques

Soit Up41 = auy + b. On cherche L, point fixe de f(x) = ax + b, on pose alors v, = u, — L ; on
démontre que v, est géométrique de raison a, on en déduit ’expression de v,, puis de u,,.

IV. Exercices

Exercice n°1

1) Montrer que si une suite est bornée a partir d’un certain rang, alors elle est bornée.
2) Est-ce que le produit de deux suites minorées est encore minoré ?

3) Soit une suite (u,) définie par récurrence : u, 41 = f(un), quel lien peut-on faire entre les points
fixes de l'itératrice de u,, et ceux de ug, 7

Exercice n°2

Soit (un)nen une suite réelle ; on suppose que (w2 )neN, (Up2)nen €t (Unt1)nen convergent.

1) Justifier le fait que (u2n)nen, (Un2)nen €t (u2n+1)nen soient des suites extraites de (up)pen-

2) a) A l'aide de la suite (uy2)nen, démontrer que (uo,)nen et (U2 )nen ont la méme limite.

b) Démontrer de méme que (u,2)nen €t (U2n+1)nen ont la méme limite.

3) Que peut-on conclure pour (uy)pen ?

Exercice n°3
Etudier les limites des suites suivantes :
_ sin(n?) n3 + 5n a” —b" 2n+ (—-1)"

—_— = =—(a>0etb> ty = ————
tn n - + cos(n) + AT (a ¢ @) " b4 (=1t

n2

Exercice n°4

Soit (ay) et (b,) deux suites qui convergent vers L et L'.
Soit les suites (uy,) et (v,) définies respectivement par u,, = min(ay;b,) et v, = max(a,;by).

Etudier la convergence de (uy,) et (vy,).

Exercice n°5
n

. 1 . .
Pour n entier naturel non nul, on pose u, = E = et v, = u, + —. Ces suites sont-elles adjacentes 7
n
k=1

Exercice n°6

Uy, + Up

On considére les suites (uy) et (vy,) définies respectivement par wu,4+1 = \/unvn €t Upt1 = 5

Et ug > 0, vg > 0.
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1) Montrer que pour tout entier naturel non nul : u, < v,.

2) Montrer que les deux suites u et v convergent vers une méme limite.

Exercice n°7

. 1
Etudier la suite u définie par ug = —3 et pour tout entier naturel, u,4+1 = /1 + up.

Exercice n°8 (concours)

n
km
Soit n > 2, on pose S, = Zsin <> L’objectif de I'exercice est d’étudier la convergence de cette
k=0 n
suite.
) n—1
1) Soit n > 2, on pose z, = en . Calculer Z 2k, Justifier.
k=0

1—zn:1+ztan(1)'

2) Montrer que, pour tout n > 2 :

3) En déduire que, pour tout n>2: 5, = ———.
tan (%)

4) La suite (S,,) converge-t-elle 7 Justifier.

S,
5) Soit n > 2, on pose u, = —-. Montrer que la suite (u,) converge. Vous déterminerez sa limite.
n

Exercice n°9

n
Etant donné un réel 0, pour tout entier naturel, on pose : u, = Z
k=0

cos(k0)
2k

Montrer que la suite (uy,) est convergente et en déterminer la limite.

Exercice n°10

Soit la fonction f : I — I, décroissante, et a € I ; on considére la suite (u,) définie par : up = a et
Unt+1 = f(up). Montrer que les deux suites extraites (ugy,) et (ugn+1) sont monotones et de sens de
monotonie opposé.

Exercice n°11

1) Soit (zy,) une suite de complexes telle que pour tout n dans N :
1 _
ntl = ¢ (3zn, — 22, + 1).

On note z, = Re(zy,) et y, = Im(zy,).
Prouver que Vn € N, x,41 = gl‘n + % et trouver une relation de récurrence entre y,41 €t Yn.
En déduire une expression de z,, et y, ainsi que la limite de la suite (z,).

2) Soit u, la suite définie par ug = 4, u; = 3 et pour tout n dans N, w2 = 6uy — Upy1.

Déterminer une expression de u,, en fonction de n.

10
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Exercice n°12

A T’aide d’une étude de fonction, étudier la suite (u,) définie par ug = 1/10 et U1 = /tUn.

Exercice n°13 https://youtu.be/1G21h6xsClg

Meéme énoncé que 'exercice n°12 avec ug = 2 et upy1 = In(1 + uy,).

Exercice n°14

Méme énoncé que 'exercice n°12 avec ug = a > 0 et upy1 = up + —.
n

Exercice n°15

Donner une expression en fonction de n, de la suite u, définie par : up42 = 2up — upy1 et ug = 0,
up = 3.

Méme question, avec v, vérifiant : v,19 = V41 — vy €t vg = 1, v1 = 2 (uniquement les expressions
réelles).

Exercice n°16

1) Montrer que la fonction h définie par h(z) = 23 + 22 — 3z — 2 ne s’annule pas sur [0, v/2].

2) Montrer que V2—+v2 -2 =2 <= (v — 1)(23 + 22 — 3z — 2) = 0 et conclure quant aux
solutions.

3) Etudier la nature de la suite définie par : ug = 0 et Upt+l = V2 — Up.

Exercice n°17

e
Pour tout entier n, on pose I, = / (Inz)" dz, montrer que la suite converge.
1

Exercice n°18

Pour tout entier n, on définit f, par f,(z) = 2° + nx — 2.

1) Montrer que pour tout entier naturel n, f,, s’annule en un unique point qu’on appelle x,,.

2) Montrer que la suite (z,,) ainsi définie converge et déterminer sa limite.

Exercice n°19

~ (=1)*
Soit la suite u définie par u, = Z

o vk

Wy, = U2p41 sont adjacentes, et en déduire que u converge.

, montrer que les suites v et w définies par v, = ug, et

Exercice n°20

Soit la suite w définie par ug = 5 et pour tout entier non nul, u,+1 = 2u, — 1.

Déterminer, en étudiant v, = u, — 1, 'expression de u,,.

Exercice n°21 (concours)

2
Soit f :]0,4+00[—]0, +o0[, z — 1 4+ —, et on définit la suite (u,) par up+1 = f(uy,) et ug = 1.
x

11
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1) Déterminer les variations de f sur [1 ;3].

2) Montrer que [1 ;3] est stable par f (c’est-a-dire que f([1 ;3]) C [1 ;3]). Que peut-on en déduire
pour la suite (uy,) ?

3) Déterminer les monotonies de (ugy) et (ugn41)-

)
4) Démontrer que les suites (u2y) et (u2p41) convergent.
5) Déterminer les limites respectives de (u2,) et (u2n+1)-
)

6) Que peut-on conclure pour (u,) ?

Exercice n°22 (concours)

On dit qu’une suite (u,) est une suite de Cauchy lorsque :
Ve >0, AINeN, Y(p,q) eN? (p>q>N = lup — ug| <e).

1) Ecrire la négation de la définition d’une suite de Cauchy (et en déduire la définition d'une suite
qui n’est pas de Cauchy).

2) Montrer que la suite (In(n))y>1 n’est pas une suite de Cauchy.

1
3) Montrer que la suite (uy,) définie par ¥n € N\ {0}, u, =1 — — est une suite de Cauchy.
n

4) Montrer que toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Exercice n°23 (concours)

2 1 1
Soient (U )nen €t (vn)nen deux suites définies par : ug = 1, vg = 2 et, pour tout n € N, = —4—
Un+1 Un  Un

Up + VUn

1) Soit n € N, montrer u,, > 0 et v, > 0.

2) Soit n € N, montrer u, < v,.

4

)
3) En déduire que la suite (up)nen est croissante et que la suite (v, )pen est décroissante.
) Démontrer que ces deux suites convergent vers la méme limite.

)

5) Etudier la suite (u,v,)nen et déterminer la valeur de la limite commune de (uy)nen €t (Vn)nen.

Exercice n°24

2
Uy + Unp

On considére la suite (uy,)pen définie par ug €1, +oo[ et Vn € N, uy4q1 = 5

1) En cas de convergence de la suite (uy)nen, préciser quelles sont les limites possibles.

:c2+x

2) Soit la fonction f définie par f(x) = pour tout = € [0, +00], dresser le tableau de variations

de f et le signe de la fonction x — f(x) — x sur [0, +oo].
3) Montrer que pour tout entier naturel, u, > 1. En déduire que la suite (u,) est croissante.

4) Démontrer que lim wu, = +o0.
n—+400
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INP1 Cambrai

1 U 1 1
5) Pour tout entier naturel n, on pose v, = — In (—") Montrer que vp41—v, = ——=In {1+ — ).
n 2 on+l Uy,

En déduire le sens de variation de v,,.

In(2
6) Montrer que Yn € N, v,41 < v, + ;L(H)
"1
7) Démontrer par récurrence que : Vn € N\ {0}, v, < vy + In(2) Z ok

k=1

8) Démontrer que vy, est bornée et démontrer que la suite v,, converge.

Exercice n°25 (concours)
On considére les suites (up)n>1 €t (vn)n>1 définies par :
- k -k
Vn € N*¥, un:Zsin <n2> et U":Zﬁ'
k=1 k=1

Le but de I'exercice est de prouver que la suite (uy,)n>1 converge et de déterminer la valeur de la limite
de cette suite.

1) Prouver que la suite (v,)n>1 converge et déterminer la valeur de sa limite.

3
2) Prouver que : Vz € [0, 400, = — % <sinz < z.

n
3) Justifier le fait que, pour tout entier naturel n non nul, Z k3 < nt.
k=1

. 1
4) Prouver que pour tout entier naturel n non nul, v,, — 62 < up < vy
n

5) En déduire que la suite (uy,)n>1 converge et déterminer la valeur de sa limite.

Exercice n°26

Up41 + Upt2 + -+ - + U2p

Soit (tn)nen € KN, on pose v, =
n

1) Montrer que si (u,) converge vers 0, il en est de méme pour la suite (vy,).
2) En déduire que si (uy,) converge vers L, il en est de méme pour la suite (vy,).

3) A l'aide de la suite u,, = (—1)", montrer que la réciproque est fausse.
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