Théme mathématiques fondamentales
Chapitre n°1 INP2 Cambrai

Chapitre : Espaces vectoriels normés
M. Calciano

Dans tout le chapitre, et comme d’habitude, K désigne R ou C.

I. Généralités
1) Définition

On appelle norme sur un K-espace vectoriel E, une application N : £ — R vérifiant :

— Pour tout z de E, N(z) =0<= 2 =0
— Pour tout A de K, et z de E, N(A\z) = |A\|N(x)
— Pour tout (z,y) € E%, N(z +1vy) < N(x) + N(y)

2) Définition

Tout espace vectoriel muni d’'une norme est appelé espace vectoriel normé.
Notations :

— On note (E, N) l'espace vectoriel muni de la norme N.
— On note le plus souvent || - || la norme N.

3) Remarque

Si || - || désigne une norme, alors ||0]| =0 et Vo € E, || — z|| = ||z||-

4) Exemples

— L’application  — |z| est une norme sur K.

— L’application K? — R*, (z,y) — max(|z|;|y|) est une norme sur K2, appelée norme infinie et
notée || - ||oo-

— L’application K2 — R*, (z,y) — |z| + |y| est une norme sur K2, appelée norme 1 et notée || - ||.

Démonstration :

1l suffit de vérifier l'axiomatique !

5) Proposition

Soit E un espace préhilbertien réel (c’est-a-dire un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-|-))
alors l'application : x — /(x|x) est une norme sur F.

Démonstration :

Il suffit de vérifier 'axiomatique de la norme (I’inégalité triangulaire s’obtient en utilisant [’'inégalité

de Cauchy-Schwarz).

6) Définition

Un vecteur z de E est dit unitaire si ||z| = 1.



INP2 Cambrai

7) Inégalité triangulaire
Soit = et y deux vecteurs de FE, alors, on a :

[l =1yl < llz £yl < flz]l + [yl

Démonstration :

Commengons par montrer |12 - lyll < llz + |l < 12l + [yl

Cela revient & montrer que : ||z|| < ||z +y| + |yl et ||+ yl| < ||=] + |y
Or [lzf| = llz +y —yll < [lz +yll + lyll et lz+yll <zl +[lyll.

De plus, comme x ety ont des roles symétriques, on a : |ly|| — ||z|| < [z + yl| < ||z|| + |y - -
8) Distance associée a une norme
On appelle distance associée & la norme || - || Papplication
d: E* 5 RY, (2,y) = [lz -yl
9) Inégalité triangulaire en termes de distance

Pour tout (u,v,w) de E3, on a |d(u,v) — d(v,w)| < d(u,v) + d(v,w).

10) Boules ouvertes, boules fermées

On peut définir une boule fermée : B¢(a,r) ={x € E, N(a—z) <r}

On peut définir une boule ouverte : B(a,r) ={z € E, N(a —z) <r}

On peut définir une spheére : S(a,r) ={z € E, N(a—z) =r}

Exemple : on peut représenter dans R? les boules centrées en Og2 et de rayon 1 associées aux normes
Al I ll2 et - loc

-1 Il [l - lloo

1 1 T1

11) Partie convexe

Une partie A de E est dite convexe si V(x,y) € A2, VA € [0,1], (1 — Nz + My € A.

12) Partie bornée

Une partie A de F est dite bornée s’il existe un réel positif R tel que :
Vae A, |a|| <R

13) Définition

Soit X un ensemble non vide.
Une application f: X — F est dite bornée si f(X) est une partie bornée de E.
Autrement dit : IR € RT, Vz € X, || f(z)| < R.
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14) Généralisation

a) Normes sur K"

Soit  un vecteur de K", en notant (x1,...,x,) ses composantes, on a :
n
|2l = max [z, [lz[li =) lzl,  lzlla =
i€1,n] =

(et les trois applications sont des normes. . .)

b) Espace des fonctions bornées
L’application : B(X,K) — R*, f — || f|lco est une norme sur B(X, K), appelée norme infinie.

Démonstration :

Il suffit de vérifier l'aziomatique en remarquant que {|f(z)|, = € X} est une partie non vide et majorée
de R, donc elle posséde une borne supérieure.

II. Suite d’éléments dans un evn

1) Définition

Soit (ay) une suite d’éléments de E, et soit L un élément de E.

On dit que la suite (a,) converge vers L si la suite (||a, — L||)neny tend vers 0.

2) Propriété dite de 'unicité de la limite
Soit (a,,) une suite d’éléments de FE, et soit Ly et Lo deux éléments de E.
Sia, — L et sia, — Ly alors L; = Lo.

Démonstration :
0< d(Ll; LQ) < d(Ll; an) —+ d(LQ; an) — 0.

3) Définition

Soit (ay) une suite d’éléments de E, alors la suite est dite convergente s’il existe L un élément de E
tel que a, — L.

Une suite qui n’est pas convergente est divergente.

Attention : la convergence d’une suite dépend de la norme choisie, ainsi une suite peut
étre convergente pour une norme et divergente pour une autre.

4) Opérations sur les limites

Si deux suites a,, et b, convergent respectivement vers L et Lo, et si a et § désignent deux scalaires,
alors la suite aa, + Bb, converge vers aly + SLo.

5) Proposition

Si une suite (an)nen converge vers L, alors la suite ||ay|| converge vers ||L]||.

Démonstration :
On a : 0 <|llan|| = L] < llan — L] = 0.
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6) Proposition

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration :

Si ay est convergente alors |la,|| est convergente, donc bornée (voir le cours de l’an passé sur les
suites).

7) Proposition

Toute sous-suite d’une suite convergente est convergente et a la méme limite.

Démonstration :
Si (ay) est une suite convergeant vers L, alors ||a, — L|| est une suite convergeant vers 0.

Soit ay(ny une suite extraite de an, alors ||aym) — L|| est une suite extraite de ||a, — L||, le cours sur les
suites réelles de l’an passé permet d’affirmer que ||a, ) — L|| converge et de méme limite que ||a, — L||,
a savoir 0.

Ainsi ay(y) converge vers L.

Ezemple : montrer que la suite de terme général n(1 + (—1)") diverge.

III. Topologie d’un evn

1) Définition

On dit qu’un point z est intérieur a une partie A de F s’il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.

2) Définition

Soit U une partie de F, on dit que U est un ouvert de F, ou une partie ouverte de FE si :
Ve e U, Ir >0, B(z,r) CU.

Remarques : si By(xz,r) C U alors B(x,r) C U, alors B(z,5) C U.

3) Proposition

Toute boule ouverte est ouverte.

Démonstration :

Faire un dessin!!! Pour x dans une boule de centre a et de rayon R, il suffit de considérer la boule
de centre z et de rayon R — ||z — al|.

4) Proposition

La réunion d’une famille quelconque d’ouverts est ouverte.
L’intersection d’une famille finie d’ouverts est ouverte.

Attention : une intersection quelconque d’ouverts peut ne pas étre ouverte.

En effet : si U, = }%1, %[ pour n entier non nul, alors U, = {0} qui est fermé, alors que U, est
ouvert.
Démonstration :

(pour l'union) Soit i, U; une réunion d’ouverts.

Soit v € Uj—y Us, Fig tel que x € Uy, or Us, est un ouvert donc il existe une boule ouverte centrée en
x et incluse dans Uy, donc incluse dans \J;—, U;.
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5) Partie fermée
a) Définition

On dit qu’une partie de E est une partie fermée de F, si son complémentaire est ouvert.

Remarque : il est clair que F et @ sont fermés.

b) Caractérisation séquentielle des parties fermées

Une partie A de F est fermée si et seulement si la limite de toute suite convergente
d’éléments de A appartient a A.

Démonstration :

Supposons A fermée.

Soit a, — L, une suite d’éléments de A convergeant vers L, montrons que L € A.
Supposons que L € E'\ A, comme A est fermée alors E '\ A est ouverte.

Ainsi : 3r > 0 tel que B(L,r) C E'\ A.

Comme a, — L, Ing, Yn > ng, a, € B(L,r), donc a, € E\ A, ce qui est absurde puisque a, est a
valeurs dans A.

Réciproquement :
Supposons que toute suite convergente d’éléments de A appartient a A, et que A n’est pas fermée.

Comme A n’est pas fermée, alors E \ A n’est pas ouverte. Ainsi, il existe x € E\ A tel que ¥r >
0, B(z,r) ¢ E\ A.

En particulier, pour r =27", B(z,27") ¢ E\ A.
Or B(x,27™) N A est non vide, donc on peut choisir un élément a,, dans B(x,27™) N A.

On construit ainsi une suite a,, qui converge vers x et x ¢ A.

c) Proposition

Toute boule fermée est une partie fermée.

d) Proposition

L’intersection d’une famille quelconque de fermés est fermée.

La réunion d’une famille finie de fermés est fermée.

6) Point adhérent

a) Définition

On dit qu’un point = est adhérent a une partie A de FE si pour tout r > 0,
B(z,r)NA# o

L’ensemble des points adhérents & A est appelé adhérence de A, on le note A.

b) Proposition

Un point z est adhérent & une partie A si et seulement s’il existe une suite d’éléments de A qui converge
vers .

Remarque : une partie A est fermée si A C A, et alors A = A.
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7) Intérieur

Soit £ un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit qu’un point = est intérieur
a A si A est un voisinage de z, cela revient a dire qu’il existe un r > 0 tel que la boule de
centre x et de rayon r est contenue dans A.

On appelle intérieur de A Iensemble des points intérieurs & A, noté A. L’intérieur de A est le plus
grand ouvert contenu dans A.

8) Frontiere

Soit E un espace vectoriel normé, A une partie non vide de E. On dit qu’un point x € F est un
point frontiére de A si toute boule centrée en x rencontre a la fois A et le complémentaire
de A.

La frontiére de A est I’ensemble des points frontieres de A, notée Fr(A).

9) Densité

Soit A une partie de FE.
Une partie D de A est dite dense dans A si ’'une des 3 propriétés équivalentes est vérifiée :

— l’adhérence de D contient A
— pour tout a de A, et pour tout r > 0, il existe z € D, tel que ||z —a| <r
— pour tout a de A, il existe une suite d’éléments de D qui converge vers a.

IV. Comparaison de normes

1) Définition

Soient N1 et No deux normes sur E.
On dit que N; est dominée par N, s’il existe un réel a > 0 tel que N; < alNs.
Ainsi : Vo € E, Ni(z) < aNa(x).

2) Proposition

Soit N7 et Ny deux normes sur E. On dit que N7 est dominée par N, s’il existe un réel a > 0 tel que
Vr € E, No(x) =1 = Ni(z) < .

3) Proposition

Soit N1 et Ny deux normes sur E, avec N1 dominée par No.

Si une partie de E est bornée pour la norme Ny alors elle 'est également pour Nj.

4) Proposition

Soit Ni et Ny deux normes sur E, avec N; dominée par Ns.

Si une suite converge vers un élément L de E pour la norme Ny alors elle converge
également vers L pour Nj.

Démonstration :

Evidente, il suffit d’écrire les définitions de normes dominées et de suite convergente.
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5) Normes équivalentes
a) Définition

Soit Nj et Ny deux normes sur F, on dit que N; et Ny sont équivalentes s’il existe deux réels «
et [ strictement positifs tels que :

Ve e B, aNi(r) < Na(r) < BNi(x)

Remarque : ainsi si on peut construire une suite (x,) € EN telle que :

Nl(xn)—>+oo et Na(@n)

No(zn) Ne(en) "

alors Ny et Ny ne sont pas équivalentes !

b) Conservation du caractére borné d’une partie

Soit N1 et No deux normes équivalentes sur E, une partie est bornée pour Vi si et seulement si elle
est bornée pour Nos.

c) Conservation du caractére convergent d’une suite

Soit N1 et Ny deux normes équivalentes sur F, une suite converge vers un élément L de E pour la
norme Vi si et seulement si elle converge vers L pour la norme Ns.

d) Conservation des ouverts et fermés

Soit N7 et No deux normes équivalentes sur F/, une partie A de E est :
— ouverte pour N si et seulement si elle est ouverte pour Ns ;
— fermée pour Nj si et seulement si elle est fermée pour Ns.
Démonstration :

Si A est fermée par exemple pour la norme Ny, montrons que A est fermée aussi pour No. Supposons
que a, — L avec ay, suite d’éléments de A, montrons donc que L € A. La suite (a,) converge pour
N1, elle converge donc pour No, donc L € A.

Si A est ouverte, alors son complémentaire est fermé, or N1 et Ny conservent les fermés. . .donc les
ouverts !

e) Equivalence des normes en dimension finie (théoréme admis)

Dans un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

V. Compléments de topologie

1) Suites de Cauchy
a) Définition
Soit E' un K-espace vectoriel normé.

Soit (u,) une suite bornée de E, soit J,, = sup{|ju, — u4l|, p > n, ¢ > n}.

On dit que u, est de Cauchy si la suite réelle §,, tend vers 0.
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b) Relations entre suite extraite et suite de Cauchy

— Une suite convergente est une suite de Cauchy.
— Une suite extraite d’une suite de Cauchy est encore une suite de Cauchy.
— Une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente !

Démonstration :
1l suffit d’écrire les définitions de suite convergente, extraite et de Cauchy !

Pour la premiére proposition, on utilise l’inégalité triangulaire :

lup — ugll < llup = LI + |1 — ug]| ...
n 1 : .
Contre-exemple : sur Q, u, =) ;_; il est une suite de Cauchy mais elle converge vers e ¢ Q.

2) Espaces complets
a) Définition

Un espace vectoriel normé est dit complet si, dans cet espace, toute suite de Cauchy est
convergente. On dit aussi que c’est un espace de Banach.

b) Propriétés

Toute partie fermée d’un espace vectoriel normé complet E est complete.

Toute partie complete d’un espace vectoriel normé est fermée.

Démonstration :

Soit A une partie fermée de F.

Soit (ay) une suite de Cauchy d’éléments de A.

Comme A inclus dans E, et E complet, on sait que (a,) converge vers L € E.
Or A est fermée donc L € A.

La deuxieme proposition est évidente. . .

c) Exemples

Les espaces R” et C" sont complets.

Démonstration :
Lemme : (R,|-|) est complet. C’est une conséquence du théoréme de Bolzano- Weierstrass.
Montrons que R™ est complet.

Comme en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, on peut travailler par exemple avec la
norme 1.

Soit () une suite de Cauchy de R™.
On axp = (Tp1,.- -, Tpn) €t [lzpllr = 5=y [2ppl-

On a :Y(p,q) € N?, |2y — xqk| < ||p — 34|l1, donc xpy est une suite de Cauchy de R complet, donc
elle converge, soit y, = limy, o0 Tp k-

Soit y = (Y1,--,Yn)-
d) Convergence et coordonnées

La convergence d’une suite se ramene a la convergence de ses coordonnées.

Ainsi, si z, € CY, alors z, — L < [Re(z,) — Re(L) et Im(2,,) — Im(L)].



INP2 Cambrai

3) Espaces compacts
a) Définition

Une partie A d’un espace vectoriel normé est dite compacte si toute suite d’éléments de
A admet une sous-suite qui converge dans A.

b) Propriété
Dans un espace vectoriel normé, une partie compacte est fermée et bornée.

Démonstration :
Soit A une partie compacte non vide d’un evn F.
Montrons que A est bornée.

Supposons que A ne soit pas bornée. Comme A n’est pas bornée, il existe deux éléments de A tels que
la distance les séparant soit supérieure a 1.

Appelons-les ag et ay, ainsi ||ag — a1]| > 1.

Soit ag, . ..,an—1 n éléments de A tels que : ¥(i,7) € [0,n — 1], ||a; — a;|| > 1.
Soit B la réunion de toutes les boules ouvertes centrées en a; et de rayon 1.

En tant qu’union d’ouverts, B est ouverte.

Comme A n’est pas bornée, A n’est pas incluse dans B, donc il existe a, € A\ B.
Donc V(i,5) € [0,n], |la; — aj]| > 1.

Toute suite extraite de a vérifiera ||ay — aj|| > 1, donc ne converge pas !
Montrons que A est fermée.

Montrons donc que A C A.

Soit a € A, il existe a, — a, or A compact donc il existe une sous-suite de a, qui converge dans A.
Mais toutes les sous-suites ont la méme limite, donc a € A.

c¢) Fermé dans un compact (admis)

Soit A une partie compacte d’un espace vectoriel normé E.

Si B est une partie fermée de A alors B est une partie compacte de E.

d) Théoréme (admis)

Une partie de R et C" est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

4) Continuité
a) Définition

Soit (E, | - ||r) et (F,|| - ||r) deux K-espaces vectoriels normés.
Soit f une fonction définie sur un ensemble D (partie non vide de E) a valeurs dans F.

On dit que f admet une limite b € F en a € D, si :
Ve>0, 3a>0,Vx €A, [|[z—al| <a=|f(x) —b|r<e

On note lim,_,, f(x) = b.
Une fonction f est continue en a € D si f admet une limite en a.

Remarque : une fonction f est dite continue sur A C D si f est continue en tout point a de A.
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b) Exercice « classique »

Soit E et F' deux evn, soit f : E — F, continue.

Soit A C E. Montrer que si A est dense dans F, alors f(A) est dense dans f(F).

A est dense dans F si et seulement si tout point de E est limite d’une suite d’éléments de A.
Soit y € f(E), il existe z € E, tel que y = f(x).

Puisque A est dense dans F, 3(z,,) € EN telle que lim,,_ o T, = .

Par continuité de f : lim, o f(zn) = f(2).

Et y est limite d’une suite d’éléments de f(A)...

c) Théoréme important
Soit f une fonction définie sur un ensemble D a valeurs dans F' (F' étant un evn et D une partie de
E evn).
Les propositions suivantes sont équivalentes :
— f est continue
— pour tout ouvert V de F, f~1(V) ouvert de A
— pour tout fermé W de F, f~1(W) fermé dans A.
Démonstration :
Soit V' un ouvert de F'.
Pour tout a € f~Y(V), b= f(a) € V.
Or V est un ouvert, donc V est un voisinage de b.
Donc il existe U voisinage de a tel que UN A C f~1(V).
Ainsi, f~Y(V) est voisinage de a relatif d A.

d) Exercice « classique »

Soit E et F' deux evn, soit f,g: E — F, continues.

Montrer que A ={x € E, f(x) =g(z)} est fermé et B={x € E, f(z) < g(x)} est ouvert.
11 suffit de poser p(z) = f(z) — g(x), application continue.

A = p~1({0}), or ¢ est continue et {0} est un fermé donc A fermé.

B = ¢ (] — 00,0[), or ¢ est continue et ] — 0o, 0[ est un ouvert donc B ouvert.

e) Continuité uniforme

Une fonction f de D dans F' est dite uniformément continue sur A C D, si Ve > 0, Ja > 0, V(z,y) €
A2 lz —yll < o= || f(z) - fy)lFr <e

Remarque : si f est uniformément continue sur A, alors f est continue sur A.
f) Fonctions lipschitziennes

Une fonction définie sur D est dite lipschitzienne sur A C D si I’ensemble

(@) = f@)le
R‘{ Tz =l

avec (z,y) € A% et z # y}

est borné.

Pour k = sup(R), on précise que f est k-lipschitzienne.

10
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5) Théoréme
a) Théoréme de Heine

Soit A une partie compacte de F et f : A — I une application continue, alors f est
uniformément continue et f(A) est une partie compacte de F.

Démonstration :

St f n’est pas uniformément continue, alors on pourrait construire une suite extraite x,, —y, telle que

20 —ynll < 2 et |f(zn) — f(yn)| > €, mais on pourrait alors extraire une suite qui, elle, va converger,

d’ou une contradiction.

Par définition, toute suite d’éléments de f(A) s’écrit f(x,) ot x, est une suite d’éléments de A
compacte. . .

b) Exercice classique n°1

Soit (x,) une suite convergente d'un evn E. Soit = sa limite.
Montrer que {xy, n € N} U {z} est un compact de E.
Toute suite extraite de {z,, n € N} U{z} converge dans {x,, n € N} U {z}...

c) Exercice classique n°2

Soit £ un evn, montrer que toute partie compacte A de F est compleéte.
Soit A compacte. Soit a, une suite de Cauchy dans A, montrons qu’elle converge dans A.
Il existe une sous-suite qui converge vers une valeur d’adhérence L.

Or comme ay, est de Cauchy, elle va converger vers L (|lan — L|| < |lagm) — Ll +llan —apm) |l < e+e...).

6) Cas des applications linéaires

Pour une fonction f de F dans F', linéaire, les propositions suivantes sont équivalentes :
— f est continue sur F
— f est continue au point Og
— f est bornée sur la boule unité fermée : B;(0g, 1)
— il existe k > 0 tel que Vz € E, |[f(2)|r < k|z|E
— f est k-lipschitzienne
Démonstration :
it) = iii) Ve >0, In >0, ||z||lg <n=|f(x)— fO0)]r <e.
En particulier pour e =1, In >0, ||z||lp <n=||f(2)|]|r < 1.
Soit x € Bf(0g, 1), Ja > 0 tel que ||ax| < n = || f(ax)||r <1, soit ||f(z)||r <
iti) = w) : Ik >0, Ve e B, ||z|lg <1=|f(z)|r <Ek.

(1)

Remarque : il existe donc des applications linéaires non continues. . .
Soit E = C!([0,1],R) muni de la norme infinie : ||f|joco = SUPgeo,1 |/ ()]
Soit F' = C°([0,1],R) muni de la norme infinie : || f||oo = SUpgeo,1 | f ()]
On définit : D : (E, || - |leo) = (F || [|oo)s f — [

A Taide de la suite (f,) définie par f,(z) = 2, expliquer pourquoi D n’est pas continue.

1
=

Soit x € F, < k...Les autres implications sont évidentes !

F

11
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7) Cas de la dimension finie

— Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration :
Démonstration indicative : le produit d’espaces complets est complet.

— Dans un evn, tout sous-espace de dimension finie est complet donc fermé.

Démonstration :

Une suite qui converge est une suite de Cauchy. Comme ’espace est complet, la limite est dans
E, donc EC E.

— Dans un evn de dimension finie, une partie est compacte si et seulement si elle est
fermée et bornée.

Démonstration :
C’est une application des propositions précédentes sur les compacts.

— Soient F et F deux espaces vectoriels normés, F de dimension finie, alors toute
application linéaire de E dans F' est continue.

Démonstration :

C’est une application directe des propositions sur la continuité.

8) Espaces de Hilbert

Un espace préhilbertien F (c’est-a-dire muni d’un produit scalaire) est dit de Hilbert s’il
est complet.

9) Norme d’application

a) Définition

On désigne par L.(FE, F') 'ensemble des applications linéaires continues de E dans F'.
Soit f € L(E, F), application f — || f[| = sup|<1 [ f(2)|[F est une norme.

Démonstration :

L’axiomatique de la norme est vérifiée facilement.

Remarque : la notation norme triple || f|| est souvent remplacée par || f]|.

b) Proposition
Soit f € L(E,F),

If(@)|lr
I £ll= sup [If(z)lFr = sup [[f(z)|lF = sup
[EIPES! =1 e |zl
Démonstration :
En ezercice (n°26).
c) Proposition
Soit f € L.(E, F), alors Vz € E, | f(x)|lr < |f]l =]z
Démonstration :
f(@)|lr f@)|lr
Pour x £ 0, |||l = supyep —7 57— Tols , donc “Tlls <[l et [[£(@) e < £ =] &

12
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Comme la relation est aussi vérifiée pour x =0, on a finalement : Vx € E, || f(z)|lr < [|f]l [|z] -

10) Un exemple important : les espaces (7
a) Définition

Pour 1 < p < 400, l'espace (P est ’ensemble des suites (z,) de nombres réels ou complexes telles que :

oo
Z |z [P < +o0

n=0

Pour p = 400, £ = {(zy,), sup,en |Zn| < +00}.

b) Normes

La norme associée a l'espace /P est :

o] 1/p
zllp = <Z Iwnlp>
n=0

Pour £, ||z|loc = sup,ey |Znl-

c) Propriétés

— Les espaces £ munis de leur norme associée sont complets.
— Sil<p<q< o0, alors P C 495 plus précisément, si € P alors z € (9 et ||z||; < ||z]|p.

Ezemple : soit (x,) la suite définie par z,, = (—1)", montrer que (z,,) € £*° et préciser ||zy]|co-

Exercice d’application : les inégalités fondamentales sur /P

g 1 1

Enoncé. Soient p,q €]1,+0o0[ tels que — + — = 1 (exposants conjugués), et £°°, (P les espaces
p q

définis ci-dessus.

1) (Inégalité de Young) Montrer que pour tous réels a,b > 0 :

a?  b?
ab < —+ —
p q

2) (Inégalité de Holder) En déduire que pour o = (z,) € P et y = (y,) € ¢4, la série Y zpyn

converge absolument et :
o0

> enyal < llzllp lyllg
n=0
3) (Inégalité de Minkowski) En déduire que || - ||, vérifie I'inégalité triangulaire sur (P, c’est-

a-dire que pour z,y € /P :
2+ yllp < ll#llp + 1yl

Corrigé.
1) Inégalité de Young. Si a = 0 ou b = 0, 'inégalité est immédiate. Supposons a,b > 0. La
fonction In est concave sur R* , donc pour ¢ € [0,1] et u,v >0 :

In(tu+ (1 —t)v) >tlnu+(1—1¢t)Inv

En appliquant ceci a t = %, 1—-t= %, u=al,v=107:

al bl 1 1
In (— + —) > —1In(a?) + —In(b?) = lna + Inb = In(ab)
p q p q

13
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a? bl
Par croissance de ’exponentielle, on obtient ab < — + —.

p q
2) Inégalité de Holder. Si ||z|, = 0 ou |ly|lq = 0, I'inégalité est triviale (z = 0 ou y = 0).
Supposons donc ||z||, # 0 et ||y|l; # 0, et posons, pour tout n :

S S
n 9 n —
1l lyllq
D’apres I'inégalité de Young :
abl bl
apb, < 2+ 2
p q

En sommant sur n (les séries du membre de droite convergent par construction, vers % et %
respectivement) :

i b<1ip+1ibq 1+1 1
Anbp >~ — an - n — — - =
n=0 p n=0 q n=0 p q
Donc > 72 anby, converge et est majorée par 1, c’est-a-dire :

. |$nyn‘ SO
RSt = 2 el < llalslyl
n=0 T P y q 0

La série > x,y, converge donc absolument, et I'inégalité de Holder est établie.
3) Inégalité de Minkowski. Si x + y = 0, I'inégalité est triviale. Supposons |z + y||, # 0. On
écrit :

|Zn + Y|P = |Tn + ynl - |20 + yn‘p_l < |zn| - |2n + yn‘p_l + |yn| - |2n + yn’p_l

en utilisant I'inégalité triangulaire [z, + yn| < |zn| + [yn|. On somme sur n, puis on applique
I'inégalité de Holder a chacun des deux termes, avec I’exposant conjugué g de p (ona (p—1)g =
p):

o) o] 1/q
D T L 7 (Z |Tn + yn\(”_”q> = |lzllp llz + yl5~*
n=0 n=0

o0

et de méme Z [Yn| - |20 + yaP7 < lyllp llz + ?JH;];_I-
n=0

En sommant :

lz +ylIf < (lzllp + lyllp) =+ ylI5~

On divise par ||z + y|[~! (non nul par hypothese) pour conclure :

[z +yllp < llzlly + [lyllp

ce qui est 'inégalité triangulaire recherchée pour || - ||, ; combinée a la séparation et a I’homo-
généité (immédiates), cela achéve de montrer que || - ||, est bien une norme sur /7.

V1. Exercices

Exercice n°1 (oraux concours)

Soient (E, | - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et u € £L(E). On note S = S(0g, 1).
1) Montrer que z € S — ||u(z)| € R admet un maximum noté ||uf| = maxecg ||u(x)].
2) Montrer que Vz € E, |Ju(x)| < [Ju]| x ||z
3) Montrer que VA € Sp(u), |A| < [Jull.

14
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4) Montrer que u € L(E) — [|u]| est une norme sur L(E).
5) Soit v € L(E). Montrer que ||uov|| < [[u]| x [[v]|-

Exercice n°2
Soit K une partie compacte d’un espace vectoriel normé, et f : K — K telle que : ¥(z,y) € K2, = #
y=||f(z) — f(v)|| < ||z —y|. On veut montrer que f posseéde un unique point fixe dans K.
1) Soit ¢ : & — || f(z) — ||, montrer que ¢ est continue sur K.
2) Démontrer que ¢ admet et atteint sa borne inférieure en = = a.
3) On suppose que f(a) # a.
a) En posant b = f(a), montrer que ||f(b) — b|| < || f(a) — al|.
b) Conclure.

Exercice n°3 (écrits concours)

On considere I'espace vectoriel £ = R? muni de la norme euclidienne.
Soit A={(z,y) € E, 0<x<1ety=0}
Soit B ={(z,y) € E, [[(z,y)l <1et (z,y) ¢ A}.

1

2

) Montrer que A est fermée.
) °

3) Montrer que Uintérieur de A, A, est vide.
)
)

Montrer que B est ouverte.

4) Montrer que B contient By((0,0),1).
5) A-t-on toujours M = M ? M = M?

Exercice n°4
Soit A = (a; ;) une matrice de M,,(R).

1) Montrer que [|A|| = \/Z?:l Y71 laij|* définit une norme sur M, (K).

2) Démontrer que pour tout A de My (K), > |as| < v/n ||A]].
i=1
(Ind. introduire le produit scalaire : (A, B) = tr(*AB).)

Exercice n°5
Les deux questions sont indépendantes :

1) Soit E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. Pour z € E, on pose d(z, A) =
inf{||z — a|| / a € A}. Montrer que l'application x + d(z, A) est définie et continue sur E.

2) Soit F un evn et F' un sev de F, E étant d’intérieur non vide. Montrer que F = E.

Exercice n°6
Montrer que 'application : N : P — sup |P(t) — P'(t)| est une norme sur K[X].
te€[0,1]

Exercice n°7 (oraux concours)
Soit f :[0,1] — R continue. Montrer que si pour tout n € N,

/1t"f(t)dt:0
0

alors f est la fonction nulle.
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Exercice n°8
Les deux questions sont indépendantes :
1) Montrer que C = {(z,y) € R?, 22 +3? = 1} est une partie fermée de R2.
2) Soit E un espace vectoriel normé, A une partie de E, montrer que 'adhérence de A est fermée.

Exercice n°9

Soit E un evn, et F un sous-espace vectoriel de F, montrer que 'adhérence de F' est un sous-espace
vectoriel de E.

Exercice n°10

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose qu’on dispose d’une norme || - || sur E.
On suppose qu’on dispose également d’une application linéaire injective v : F — E.

Montrer que : N : F — Rt 2 — ||u(z)|| est une norme sur F.

Exercice n°11

Montrer que pour z de K™, on a : [|z||occ < ||z]|2 < [|z]l1 < nll2|so-

Exercice n°12 (oraux concours)

On note E l'espace vectoriel des applications continues de [0;1] dans R.
1
On pose : Vf € B, Noo(f) = sup (@) et Na(f) = [ 1(0)]dr.
z€[0:1] 0
1. (a) Démontrer que N, et N7 sont deux normes sur E.
(b) Démontrer qu'il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, N1(f) < kN (f).
(c) Démontrer que tout ouvert pour la norme Nj est un ouvert pour la norme No.
2. Démontrer que les normes Ny et N, ne sont pas équivalentes.

Indication, pour 1)c) : on montrera, a l’aide du 1)b), que l'application Id de (E, Ny) vers (E, Ni) est
continue. . .Que peut-on dire de 'image réciproque d’un ouvert par une application continue ?

Exercice n°13 (oraux concours)

Soit E un espace vectoriel normé. On considere deux sous-ensembles A et B de E.
On définit d(A, B) = inf{d(a,b), (a,b) € A x B} = inf{|la —b||, (a,b) € A x B}.
On souhaite montrer que d(A, B) = d(A, B).
1) En réfléchissant sur les ensembles A et B, démontrer que d(A4, B) < d(A, B).
2) Montrons & présent que d(A, B) < d(A, B).
a) Soit € > 0, justifier 'existence de z dans A et y dans B, tels que ||z — y|| < d(4, B) +¢.
b) Justifier 'existence d’une suite (a,,) de A telle que a,, — x, de méme une suite (b,) de B
telle que b, — y.
¢) Démontrer alors que ||a, —b,| — ||z—y|| et que, pour n assez grand, ||a, —b,| < ||lx—y|+e.
d) Justifier que d(A, B) < ||a, — by|| et d(A, B) < d(A, B) + 2e.

e) Conclure!

Exercice n°14 (oraux concours)

Soit A une partie non vide d’'un R-espace vectoriel normé E.
1) Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.
2) Démontrer que : x € A <= I(Ty)nen telle que Vn €N, 2, € Aet lim xz, = z.

n—-+00
3) Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de F, alors A est un sous-espace vectoriel de
E.

4) Démontrer que si A est convexe alors A est convexe.
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Exercice n°15

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : R — FE dérivable en 0. On suppose que pour
tout x € R, f(2z) = 2f(x). Montrer que f est linéaire.

Exercice n°16

Soit E un sous-espace vectoriel de R", soit || - || une norme sur E.

Si u et v sont deux applications linéaires pour lesquelles la notation u o v a un sens, on note uv
lapplication u o v. Soit u € L(E) un endomorphisme de E.

)|

1) Justifier l'existence de sup

S el
x#0
2) Justifier 'existence de sup ||u(z)]|.
el
llell=1
3) Démontrer que : sup luz)l = sup |ju(x)].
vcp | 2€E
z#0 llel=1

4) On note N(u) = sup Hu(x)H’ montrer que N est une norme sur L(E).
e
5) Montrer que Y(u,v) € L(E)?, N(uv) < N(u)N(v).

6) Démontrer que u est continue.

Exercice n°17
Soit N une norme sur M, (R), montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que N(AB) < c¢N(A)N(B).

Exercice n°18

1
Soit m un entier naturel, montrer qu’il existe A > 0, VP € R, [X], / |P(t)|dt > X\ sup |P(t)].
0 te(0,1]

Exercice n°19

1) Montrer que I'application N : R? — R, (z1,22) — sup |z + txs| est une norme sur R
te(0,1]

2) Représenter la boule unité fermée pour cette norme.

Exercice n°20 (*)

On suppose que E et F sont deux R-evn.

Soit f: E — F,¥(x,y) € E?, f(x+vy) = f(x)+ f(y). Montrer que si f est continue en Og alors f est
linéaire.

Exercice n°21 (¥)
Soit E = C([0,1],C) avec la norme || f||s = sup |f(t)].
(0,1]

)

Montrer que la spheére unité de F n’est pas compacte.

Ind. Soit f,(t) = e*™™ montrer que f, n’admet aucune sous-suite qui converge.

Exercice n°22

Montrer que la fonction z — /r est uniformément continue sur R*

(on distinguera par exemple sur U'intervalle [0, 2] puis sur [1, +o00[).
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Exercice n°23 (écrit concours)

On considére un espace vectoriel normé E, de dimension finie, et (uy), une suite d’éléments de F. On
Uy +ur + -+ up

n+1
1°) Montrer que la convergence de la suite (uy), vers une limite L implique la convergence de la
suite (vy,), vers la méme limite.

définit la suite (vy,)n, appelée moyenne de Cesaro de (uy)n, par : Vn € N, v, =

2°) La réciproque est-elle exacte ?

(ind. penser a (—1)")

Exercice n°24

Soient E un espace vectoriel normé et T : £ — F définie par :

u sifjul| <1
T(u) = U

—— sinon
]

Montrer que T est au moins 2-lipschitzienne.

(Ind. on distinguera les cas, et on remarquera que pour |lul| > 1 et |[v|| > 1, ||v]lu — |luljv = ||v|| (v —
v) + ([[oll = [lul)v.)

Exercice n°25

Montrer que N7 et No, normes sur F, sont équivalentes si, et seulement si, Idg est bicontinue de
(E, N1) vers (E, NQ).

(Ind. on se souviendra que 1d est une application linéaire. . .)

Exercice n°26
Soit f € Lc(E, F), on définit || f|| par [|f]l = sup [|f(2)]F.

=l p<1
1S ()|l
Montrer que [If]| = sup [|f(z)]lr = sup 1L
|zl =1 veEs ||7|E
Exercice n°27
Pour n > 2, montrer que || - ||1 et || - ||oo sur R™ ne sont pas issues d’un produit scalaire.

(Ind. on supposera que la norme est issue d’un produit scalaire @, on utilisera l’identité de polarisation,
et pour des vecteurs d’une base orthonormée ey et es, on montrera que (ey,es) # 0.)

Exercice n°28

Voici un exercice proposé par ChatGPT :
1
Soit T : C([0,1]) — R définie par T(f) = / f(z)dz. Calculez la norme d’opérateur de T
0

1) Critiquer ’énoncé et le corriger.
2) Répondre a la question (penser & une fonction constante).

Exercice n°29

1
Soit £ = C([0,1],R) muni de || - ||, €t soit ¢ : f — / tf(¢)dt.
0

1) Justifier que pour f € C([0,1],R), ||f|/c est bien définie.
2) Justifier que ¢ est bien une forme linéaire.
3) Calculer la norme de ¢.
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Exercice n°30
Soit E = C'([0, 1], R) muni de || - ||co-

Soit lapplication w : f — u(f) ot u(f)(z) = f(0) + z(f(1) — f(0)).
1) Montrer que u est un endomorphisme de E.

2) Montrer que u est continue.

3) Montrer que ||ul| =1 (ind. on pourra considérer lapplication f constante).

Exercice n°31

Soit £ un evn, on considere un compact X et un fermé Y de E, montrer que X + Y est fermé.

Exercice n°32 (orauzx de concours)

On rappelle que application : f — || f|lec = sup |f(t)| définit une norme sur E = C°([0, 1], R).
t€[0,1]

On note By = C1([0,1],R), et pour f € By, on note : || f|| = [£(0)] + ||.f/]|co-
1) Montrer que f — ||f]| définit une norme sur Ej.

2) Montrer que Vf € Eq, ||fllooc < || fll-
3) Les normes || - || et || - ||oo sont-elles équivalentes sur Ey ?
i t
4) On désigne par (fy,) la suite de fonctions définie sur [0, 1] par f,(t) = M « Montrer que
n

(fn) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] ».
a) Pourquoi la question ainsi posée manque-t-elle de précision ?
b) Etudier la convergence uniforme de (f,) dans le contexte de I'exercice.

Exercice n°33
Soit T': R[X] — R[X] défini par T'(P) = P'.

Etudier la continuité de 7" lorsque R[X] est muni de la norme :

+o00
1) Ni(P) =" |[P®(0)]
k=0

2) No(P)= sup |P(z)|
z€[0,1]

Exercice n°34
Soit E = C*([0,1],R), on considére opérateur de dérivation D : E — E, f — f'.

Montrer que, quelle que soit la norme N dont on munit F, D n’est jamais une application linéaire
continue de (E, N) dans (E,N).

Ind. penser a étudier la suite de fonctions fn(x) = €.

Exercice n°35

Soit £ = R[X] muni de la norme infinie (sup |ag|).
Soit T': (E, || - |lec) = (E, || - ||co) définie par T'(P) = X P.

Démontrer que 1" est continue et calculer sa norme.

Exercice n°36

i=1...n

n
Soit £ = M, (R) muni de la norme N(A) = sup {Z |a,-j]}.
j=1
1) Montrer que 'application trace : E — R est continue.
2) Calculer sa norme (on pensera a l'identité. . .).
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Exercice n°37

Soit E l'espace vectoriel des suites réelles bornées (u,) muni de ||u|/co = sup |uy|.
neN

o N I
On définit : T : (E, || - [leo) = (B, ]| - [loc) par Tu = v ot v, = m};uk

1) Justifier que T est continue.
2) Calculer sa norme (penser a la suite constante égale a 1).

Exercice n°38 (écrits concours)

Soit F l'espace vectoriel R™ muni de sa structure euclidienne canonique, et de la norme associée.

On considere 3 vecteurs de E : z, a et b tels que a # b et ||z — al| = ||z — D]
b
On veut montrer que ||z — % ’ < |z —al.
1) En constatant que ||z — al|? = ||z — b||?, montrer que 2(z,b — a) = ||b]|* — ||a||?. (1)
. 9 a+ bl
2) Soit A = ||z —a|* — ||z — 5| -
9 a—b|?
a) En remarquant que A = ||z —a|]* — ||z —a + 5| montrer que A = —(z —a,a — b) —
la — b]|?
TR
. - a+b X
b) Démontrer que ||z — a|| = ||z — b|| implique que = — est orthogonal & b — a.
b|? b |
c) Justifier que ||z —a|? = ||z — a—2|— a—2k —a
b|? — b||?
d) Justifier que ||z — a|* = Hx - a—2|— o 1 ”

e) Conclure!

Exercice n°39 (écrits concours)

Soient E un espace vectoriel normé et A une partie de E.

1°) Montrer que : A fermée <= Fr(A) C A.
2°) Montrer que : A ouverte <= ANFr(A4) = @.

Ind. pour le 2) et le sens =, on remarquera que : Fr(E '\ A) = Fr(A).

Pour le 2) et le sens <, on se souviendra que A = Au Fr(A), et on montrera que A = A.

Exercice n°40
Dans (R, |- |), déterminer @, Q et Fr(Q).

Exercice n°41

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On souhaite montrer que f € L(E, F') est continue ssi
A={z € E, ||f(z)||r =1} est un fermé de FE.

1) On suppose f € L(E, F') continue, montrer que : {x € E, ||f(x)||r = 1} est un fermé de E.
2) Réciproquement.

a) Si f n’est pas continue, construire une suite by, telle que ||b,||z < 1 et || f(bn)||F > n.

b
b) Montrer que pour tout n, ———— € A.

[1£(bn)
bn

c) Montrer que lim ————— ¢ A.
n=oo || f(bn )|

d) Conclure!
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Exercice n°42

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, et l'application de E dans E :
x
fix— ——
L+ lz|

1) Montrer que f réalise une bijection de E sur la boule unité ouverte, et déterminer f~1.

2) Montrer que pour tout (x,y) € E?,

(1 +2[[z[}) x [ly — |

I7@) = FWI = T < a T

3) Montrer que f est 1-lipschitzienne.

Deuxieme année classe préparatoire, INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai, M. Calciano
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