Chapitre 11 :

Topologie, continuité

L Topologie de R

Définitions :

D

2)

3)

4)

voisinage d’'un point

Soit [ un intervalle de R

Une propriété portant sur une fonction est dite vraie au voisinage d’'un pointa
(a€ I U {—o0; +0}) si elle est vraie sur l'intersection de I avec un intervalle
ouvert non vide centré en a si a€ R, avec un intervalle du type ]c,+oo[ si a=4o0,
avec un intervalle du type |- o ;c[ sia = -

intérieur

Soit I un intervalle de R, on appelle intérieur de I, noté I°, I'intervalle obtenu en
supprimant de I ses éventuelles extrémités :

Ainsi, Pour I = [a,b] (a etb réels), I° =]a;b]

Pour I =[a;+oo[,[°=]a;+ oo

Exemples :

Déterminer les intérieurs des intervalles :
[=[-2;3]

J=1[-5;4]

K=[2;4 oo

adhérence
Soitxo€ R, xo est ditadhérenta Asivd > 0, |xo- §, X0+ 6[NA # O

On appelle adhérence d’un intervalle I, notée I, I'intervalle de mémes extrémités
que I et contenant les éventuelles extrémités réelles de I.

Pourl=]a;b[,onal = [a;b]

Pour I =[a;+oo[, [ = [a;+%]

Exemples :

Déterminer les adhérences des intervalles :
[=1[-2;3]

J=[-5; 4]

K'=[2;+oof

Théoréme
Soit AC R, et Xo€A, alors xo€ 4 si et seulement s'il existe une suite d’éléments de
A qui converge vers xo

II. Limites

D

Limites finies
a) définition
Soit fune fonction deI dans R, et L € R
Si I est non majoré
On dit que f(x) tend vers L lorsque x tend vers + oo si: Ve > 0,IM € R,Vx €
I,(x=2M=|f(x)—-L|<¢
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Si I non minoré
On dit que f(x) tend vers L lorsque x tend vers - cosi: Ve > 0,3IM € R,Vx €
ILxsM=|f(x)-Ll<e¢

Soit fune fonction de I dans R, et L. € R. On considére a un réel de I ou une de
ses extrémités.

On dit que f(x) tend vers L lorsque x tend vers asi: Ve > 0,3n > 0,Vx €
I,(Ix—al<n=|f(x)—Ll<c¢

Exemple : Soit f(x) = xn, démontrer que f(x) tend vers 0 pour X tendant vers
0.

Démonstration :

Soite > 0, on cherchen > 0,Vx €l,(|x| <n = |x"| <¢ et|x"| <e &
1
|x|™ < &, il suffit de prendren =¢n

Remarques
On note également : f(x)—,_4L

b) Proposition
Soit fune fonction de I dans R, si fa une limite finie en a, alors f est bornée au
voisinage de a.

Démonstration :¥e > 0,3n > 0,Vx €l,(|x —a| <n=|f(x) - L| < ¢
Soite =1,,An >0,vx€l,(Ix —al|<n=|f(x) - LI <1

Doncpourxel,|x —al <n,ona:[/f(x)]<1+L

2) Limites infinies
a) Définition :
Soit f une fonction de I dans R, a une extrémité de I
Siaestréel:
On dit que f(x) tend vers oo lorsque x tend vers a si :
VAER I >0,Vxel,(lx—al<n=f(x)=A

Sia=+o
On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers +o si: VA € R,3B €
RVxel,(x=B=f(x)=4

Sia=-o0
On dit que f(x) tend vers 4o lorsque x tend vers -cosi: VA € R,3B € R,Vx €
I,(x<B=f(x)=4

Remarque

Soit f une fonction de I dans R, a une extrémité de I, on dit que f(x) tend vers -
oo, lorsque x tend vers a si -f(x) tend vers +oo si x tend vers a.
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3) Théoreme
Soitf: I —» R une fonction, (L1;L2)€ R?
Silim f(x) = Li etlim f(x) = Lz alors L1 = L, on parle d’unicité de la limite de f
x—a x—a

en a.

Démonstration :

Ona:ve>0,an1 >0,vxe€l,(lx —al<nl=|f(x) - L1| <¢
Et:ve>0,In2>0,vx€l,(lx—al|<n2=|f(x) —L2| <c¢

Dot pour,Vx €1,(|x —al <min (ny; o), |f(x) —L1| < eet|f(x) —L2| < ¢
Or [Li-Lz] = [L1 - f(x)] + [f(x)-L2/<Z¢

Poure = 1/n et passage a la limite quand n tend vers l'infini, on obtient L;=L>

4) Limite et Continuité (approche de la continuité par la notion de limite)
Soit f : I = R une fonction, si f est définie en « a », alors lim f(x)= f(a)
x—-a

On dit alors que f est continue en a.
Dans le cas contraire, on dit qu’elle est discontinue

Démonstration :
Supposons que L = +0o (méme raisonnement pour - )

Onalimf(x) =t+odoncVAER,AIn > 0,Vx €l ,(|x—a|l<n=f(x) = A
x—a

Pour A = f(a)+1, on a dans le voisinage de « a » : f(x) = f(a)+1
En particulier, f(a) = f(a)+1, ce qui est impossible
Donc Le R

Delim f(x) =L, ona:Ve>0,an>0,Vx€l,(x—a|<n=|f(x) - L| <e¢
X—a

En particulier, |f (a) — L| < €, en faisant tendre € vers 0, on obtient f(a) = L

Exemple : Démontrer que la fonction x— |x| est continue en tout point.
Immeédiat car : ||x|-|a]|<|x-a]

5) Meéthode tres utile pour déterminer une limite.
Soit f: I = R une fonction et L un réel, s’il existe une fonction g: I — R telle que :
|f — L] <getlim g(x) =0alors lim f(x) =L
xX—a x—-a

Démonstration :
Silimg(x) =0, alors:¥e > 0,In >0,vx €l ,(lx —a| <n=|gx)| <¢
xX—a

De plus, |f — L| <g doncVx € 1, [f(x)-L/<g(x)
Ainsi:¥e>0,an >0,Vx€l,(Ix—al|<n=|f(x) - L| < |gx)| < e
Doulimf(x) =L
x—-a
|x—al
Va
En déduire que la fonction racine carrée est continue en a pour a>0.

Exemple : Soit a>0, pour tout x>0, montrer que Nf - \/C_l| <
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6) Utilisation des suites
Soit f: I = R une fonction possédant une limite finie ou infinie L en a. Alors pour
toute suite (xn) a valeurs dans I et tendant vers a,
ona: lim f(x,)=L
n—+oo

Démonstration: (nous traitons ici le cas d’une limite finie)
Silim f(x) =L ona:Ye>0,an>0,vxe€l,(Ix—al|<n=|f(x)—-L| <¢
x-a

Deplus: lim x,, =a ona:Ve >0,AaNe N, vn >N, |x, —a| < ¢

n—-oo

Donc poure =n,ona,ANe NVn > N, |x, —a| <net|f(xn)—L| < ¢

Exemple : Montrer que la fonction sinus n’a pas de limites en +oo
Supposons que le sinus ait une limite en +oo, alors sin(§+2nn) et sin(r+2nm)

auraient la méme limite...

Soit f: I - R une fonction une fonction et L€ R
Si pour toute suite (X,) a valeurs dans I et tendant vers a,on a: lirP flx,) =1L,
n—->+oo

alors la fonction f a pour limite L en a.

Démonstration :

Il y aurait 9 cas a distinguer, on va traiter ici le cas ou a=+x et L est finie.

On : lim x, =+00 et li1+n f(x,) =L, supposons que fnait pas L. comme limite en
n—>+oo

n—oo
+00, alors :3e > 0,VYA > 0,x > Aet|f(x) —L| > ¢
En particulier pour A = n, et en faisant varier n dans N, on construit une suite x,
vérifiant [{(x,)-L/> ¢
Or Tll 11210 X, =+00 (par minoration) et la passage a la limite dans [f(x,)-L/> €

donne 0> Absurde !

[1L. Limites et continuité a gauche, a droite
1) Définition
Soitf:I — R eta un point intérieur a I.
La fonction f est continue a droite en a, si f;n[4;+ o[ €St continue en a.
La fonction f est continue a gauche en a, si f;n)—c;q) €st continue en a.

Exemple : La fonction partie entiére est continue a droite en tout point de R, mais
elle n’est continue a gauche qu’aux points de R\Z

2) Proposition
Soitf: I —» R eta un point intérieur a L.
Alors la fonction f est continue en a ssi elle est continue a gauche et a droite de a.

3) Limite a droite et a gauche

Soitf: I — R et a un point de I, autre que I'extrémité supérieure de I.
La limite a droite de fen a, notée lim f(x) ou lim f(x), estlalimite de
x-a,x>a x—at

fin[a;+co[ €N @ lorsque cette derniére est définie.

Soitf: I = R etaun point de I, autre que I'extrémité inférieure de I.
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4)

5)

La limite a gauche de fen a, notée lim f(x) ou lim f(x), estla limite de
x-a,x<a x-a~

fin]-c0;a] €0 @ lorsque cette derniére est définie.

Exemple :

f(x) =sin(x)six >0
f(x) = sh(x)sinon

Montrer que f est continue en 0.

Ona: x_}&r{l@f(x) = x_}(1)5r51<0 sin(x) =0

Bl f00 =, i, sh() =0

Donc f est continue en 0 !

Soitf: R — R définie par: {

Proposition
Soitf: I — R et a un point de I, alors la fonction f est continue a droite en a si et
seulementsi lim, f(x) = f(a)

x—at

De méme pour la continuité a gauche...

Remarque

On parle de discontinuité de premiére espece, si la fonction admet une limite a
gauche et une limite a droite finies, mais de valeurs différentes.

On parle de discontinuité de seconde espéce si au moins I'une des deux limites a
gauche ou a droite, n’existe pas ou est infinie.

F1GURE 10.2 — Exemples de discontinuités de premiére espéce

Théoreme de prolongement par continuité
Soit a€l, et f :I\{a}— R une fonction
I existe une fonction f : I- R continue en a prolongeant f sur I si et seulement
si fadmet une limite finie en a.
Dans ce cas, un tel prolongement est unique et f(a) = lim f(x)
x—a

On I'appelle le prolongement par continuité de fen a

Démonstration :
Si un tel prolongement existe, il sera unique par construction et par l'unicité de la
limite.

Etlimf(x) = lim f(x)= Ilim f(x)=Ff(@)

x-a x—-a,xel{a} x—-a,xel{a}

Montrons que ce prolongement est continu, soit L = lim f(x)
x—-a

Commef(a)=1,:Ye>0,an>0,|x —a| < n=|f(x) —L| <«
Donc pour tout x de I\{a} vérifiant|x —al < n,ona:|f(x) — L| < e et

f) - f@| <e
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Exemple : soit f définie par : f(x) = %(x) définie sur R*, déterminer le

prolongement par continuité f de f.

On a lim 22& = 1, donc f définie par {~ fy=1 estle
x>0 X f(x)=f(x)pourx #0

prolongement de f par continuité.

6) Définition
Soitf: I — R, fest dite continue sur I si et seulement si f est continue en tout
point de L.
On désigne par C(I, R) ou C°(], R) I'ensemble des fonctions réelles définies et
continues sur [.

7) Opérations sur les fonctions continues
Soit : f et g deux fonctions continues sur I, et & un réel.

Les fonctions f+g et af sont continues sur I.

Le produit fg est continu sur I.

. , 1 .
Si, de plus, f ne s’annule pas sur I, alors 7 est continue sur I.

Soient: I et ] deux intervalles d'intérieur non vide, f € C(I, R), g€ C(J, R) telles que
f(I)c], alors gof est continue sur L.

Démonstration : Evidente avec la caractérisation séquentielle de la continuité.

On peut alors dresser une liste de fonctions usuelles continues :

L’exponentielle, la racine carrée, le logarithme, les polyn6mes sont continus sur
leur domaine de définition

Le quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas est
également continu.

IV. Théoréme des valeurs intermédiaires
1) Lethéoréme
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a valeurs réelles, et a et b deux
points de I, alors toutes les valeurs entre f(a) et f(b) sont atteintes par f.

Démonstration

Soit y entre f(a) et f(b), on cherche c entre a et b tel que y=f{(c)
On peut supposer que f(a)< y < f(b)

On construit deux suites a, et b, telles que : ap=a et bo=>b

(237 ba) si FE252) < v

an+b ,
(an, ”2 ") sinon

Les suites a, et b, sont adjacentes.

Et: (an+1 ;'bn+1):
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2)

3)

4)

5)

6)

b , b.
by = S SUf() <y

an+b,
2

Pt i f(E) <y

, o 1
z , doU byt1 - an+s :z—n(bo — agp) ettend

Eneffet: bni1 - ant1 =
- a, sinon

Et: bn+1 —dn+1 = bo—a .
LT sinon

vers 0
an+by

bp—an
Dep[us.'an+1—an:{ 2z St f( ) _y, donc an+1 - an=0

0 sinon
De méme, on montrerait que bp+1-b,<0

Donc les deux suites convergent, notons c leur limite commune.
Onaf(c)< yetf(c)zydoncf(c)=y

Corollaire

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et strictement monotone sur I, a
valeurs réelles, et a et b deux points de I, alors toutes les valeurs y entre f(a) et
f(b) il existe un unique réel x entre a et b tel que y = f(x).

Conséquence fondamentale.
L’'image d'un intervalle par une fonction réelle continue est un intervalle.

Soita = f(a) et f = f(b) avec a < B,par leTVI,[a,B] € f(I)
On conclut que f(I) est un intervalle.

Exercice : Soit f: I — R continue, telle que |f| est constante, montrer que f est
constante.

Supposons que f ne soit pas constante, il existe « = f(a) et § = f(b) aveca #

Si f(a) = -f(b) alors f(a) et f(b) sont de signes contraires et par le TV], il existe c
entre aetb tel que f(c) =0

Sinon, on a alors |f(a)|#|f(b)| et |f| non constante.

Quelques conséquences immédiates du TVI :
Soit fECO(I, R), a et b deux points de I, alors si f(a)f(b)<0 alors il existe un réel ¢
entre aetb tel que f(c) =0

Soit feCO(1, R), si f ne s’annule jamais sur |, alors f est de signe constant sur I.

Théoreme des bornes atteintes
Soitf: [a;b]— R une fonction continue avec a<b alors f est bornée et atteint ses
bornes.

Image d'un segment par une fonction continue
L’'image d'un segment par une fonction continue est un segment

Démonstration :

Soit fcontinue sur [a,b] alors fest bornée et atteint ses bornes, soit m et M les
minimum et maximum.

D’apreés le TVI, f{/a,b]) est un intervalle et clairement f(/a,b])c [m,M]

Et comme m et M sont dans f(/a,b]), donc f(/a,b]) = [m,M]
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7) Théoreme de la bijection
Soit feCo(1, R), une fonction continue et strictement monotone alors :
La fonction f définit une bijection de I sur f(I)
Et: flest continue et strictement monotone, de méme monotonie que f.

Démonstration :

Si fest strictement croissante, si x<y, supposons que f1(x)>f1(y) alors
{(F1(x))>((f1(x)), et x>y absurde

Donc 1 a la méme monotonie.

De plus f1(]) est un intervalle, or si f1(]) est un intervalle alors f! continue

8) Théoreme
Soit f une fonction continue sur un intervalle non réduit a un point.
Si f est injective, alors f est strictement monotone.

Démonstration (sous forme d’exercice)

On suppose qu'il existe (x1,y1)EI? tels que x;<y; et f(x1)>f(y1) et (xz,y2)EI® tels
que x:<yz et f(x2)<f(yz)

On définit la fonction ¢ de [0,1] dansR par @ (t) = {((1-Ox:1+txz) - (1-)y1+tyz)
#Montrer que ¢ s'annule sur J0,1[

#Conclure.

V. Compléments sur les limites
1) Proposition
Soitf:I - Retg:] — R deux fonctions

Si lim f(x) =0 etsigestbornée au voisinage de a, alors lim (fg)(x) =0
x—-a x—-a

2) Calcul algébrique de limites
Soitf:1 - Retg: I — R deux fonctions de limites respectives L et L’ dans R
Lorsque x tend vers a
Alors f+g a pour limite L+L’
Alors si a désigne un réel, af tend vers aL lorsque x tend vers a
Alors fg tends vers LL’ lorsque x tend vers a.

Sif:I - R"apour limite L lorsque x tend vers a, L€ R* alors lim L -1
xoa F&) L

Sif:I - R"apour limite +oo lorsque x tend vers a, LE R* alors lim % =0
xXx—-a

Sif:I —» R"apour limite 0, en restant de signe constant strictement positif

. Lo . 1
(resp strictement négative)lorsque x tend vers a, lim oh +00 (resp — ©)
x—-a

3) Composition de limites
Soient I et ] deux intervalles d’intérieur non vide etf: [ =/
On suppose que lim f(x) =be R
X—a

Alors b €] ou b est une extrémité de J.
De plus si lim g(x) = L€ Ralors lim gof(x) =L
Xx—b x-a
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