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Suites de fonctions
M. Calciano

Deuxiéme année — Classe préparatoire INP2 Cambrai

I. Modes de convergence

1.1. Convergence simple
On dit que la suite (f,),en converge simplement vers f € F(I,K) si pour tout x € [ :

fo(@) —— [f().

n—-+o0o

Remarque. La suite (f,)nen converge simplement sur [ si et seulement si, pour tout
x € 1, la suite numérique (f,(x))nen converge.
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) La suite des fonctions
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Exemple. Soit la suite (f,),en définie par f, : [0,1] = R, z + 2”. Etudier la conver-
gence simple de (f,)nen-

Attention. Certaines propriétés analytiques ne « passent pas a la limite » : par exemple,
la continuité (comme le montre ’exemple précédent). En revanche, si (f,)nen €t (gn)nen
convergent simplement, respectivement, vers f et g, alors f,, + g, converge simplement
vers [+ g.

1.2. Convergence uniforme

On dit que la suite (f,),en converge uniformément vers f € F(I,K) si :

Ve>0, dng e N, Vn>ng, Ve el, |f.(z)— f(x)]<e.

Remarques. La suite (f,),en converge uniformément vers f sur I si et seulement si la
fonction f,, — f est bornée & partir d’un certain rang et si || f, — f||., — 0.

Z ai—
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Proposition youtu.be/ErwWUazZQZU

Si (fn)nen converge uniformément vers f, alors elle converge simplement vers

Démonstration. On a :
Ve>0, 3ng €N, Vn>ng, Ve el, |f.(zx)— f(z)|<e.
Donc, pour tout x € I fixé :

Ve>0, dng €N, Vn >ng, |fu(z) - f(z)] <e,

ce qui signifie bien que (fn)nen converge simplement vers f. O

Exemple. Montrer que (f,)nen définie sur Ry par f,(z) = (/x + = converge uniforme-

ment vers f(z) = +/z sur R,.
On montre que pour tout x € R, :

1
n

§‘.
-
B

Remarque. Pour montrer qu’il n'y a pas convergence uniforme, on peut chercher une
suite (x,,) d’éléments de I telle que |f,(z,) — f(x,)| ne tende pas vers 0.

. r+n
Exemple. Montrer que (f,,)nen définie sur R par f,(z) = n
r+n

converge simplement
vers la fonction nulle, puis a I'aide de x,, = n, montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme.
Exercice classique : obtention de la convergence uniforme par découpage

d’intervalle.
Soit la suite de fonctions (f,)n>1 définie sur RY par :

Vo >0, fuz)= sin(nx).

nx

1. Démontrer que YV € Ry, sin(z) < z.
2. Etudier la convergence simple de (f,,),>; sur RY.
3. Etablir la convergence uniforme de (f,)n>1 sur R7.

Indication. Distinguer selon que z € ]O, ﬂ oux € [%, —l—oo[.
II. Régularité de la limite

2.1. Continuité

Théoréme. Si la suite (f,).en converge uniformément sur tout segment de [
vers f, et si pour tout entier naturel n, f, est continue, alors f est continue.

Démonstration. On remarque que pour r,a € I :

f(x) - f(CL) = (f($) - fn(m)) + (fn(m) - fn(a)) + (fn(a) - f(a>)

Or |f(x) — fu(2)| et |fu(a) — f(a)| tendent vers 0 par convergence uniforme, et |f,(z) —
fn(a)| tend vers 0 lorsque x — a par continuité de f,. O


https://youtu.be/ErwWUazZQZU
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2.2. Intégration
youtu.be/LOCWoWzTLIk

Théoréme. On suppose que [ = [a,b] avec a < b et que les fonctions f, sont
continues. Si la suite (f,),eny converge uniformément vers f, alors :

b b
lim fn = / f
n—oo a a
Démonstration. On a :

[ =[] =|[ -] < [16-1

Puisque la convergence est uniforme et que les fonctions sont continues sur le segment
[a,b], elles sont bornées. Ainsi :

b
02 [1fa=fl < 0-0 lf-flo =20 O

Etude d’un exercice classique.
Pour n > 1 et z € [0,1], on pose :
(l’2 i 1)nea¢ + xe—x/n
+x '

fn(x) =

1. Montrer que f, converge uniformément vers f(z) = (2?+1)e® (indication : montrer
que |f,(2) — f(x)] < 2D,

1
2. Calculer lim / fn(x) dz (on doit obtenir 2e — 3 aprés intégration par parties).
0

n—-4o00

2.3. Dérivation

Théoréme. Si pour tout entier naturel n, les fonctions f, sont C!,

si la suite (f,),eny converge simplement vers f,

si la suite (f}),en converge uniformément sur tout segment de [ vers une
fonction g,

alors f est C!' et f' = g.

Démonstration. Soient x et a dans I. On a :
fula) = i@ = [ fwde — [ g

d’aprés le théoréme précédent. Or par convergence simple de f,, vers f, on a f,(x) —

fnla) = f(z) — f(a). Donc :

L’application x — / g(t)dt est C', il en va de méme pour f. d


https://youtu.be/LOCWoWzTLIk
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2.4. Théoréme sur la dérivation d’ordre supérieur

Soit p un entier naturel non nul.

Théoréme. Si pour tout entier naturel n, les fonctions f, sont C?,

si pour tout k € [0,p — 1] la suite (fflk))neN converge simplement,

si la suite (f,Sp))neN converge uniformément sur tout segment de I,

alors la limite simple f de (f,)n.en €st CP et pour tout k € [0,p— 1] et tout z € 1

i f0(z) = lim £ (2).
n—oo
2.5. Théoréme de la double limite

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I, et soit a € I un point
d’accumulation de I.

Théoréme. Si (f,) converge uniformément sur / et si pour tout n la limite
glgrclY fa(z) existe, alors :

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

n—+o0o0 r—o T—o n—+—+00

III. Le théoréme de convergence dominée

3.1. Théoréme (admis)

Théoréme (convergence dominée). Soit (f,),cn une suite de fonctions continues
par morceaux sur un intervalle /.

Si (fn)nen converge simplement sur / vers une fonction f continue par morceaux
sur I.

S’il existe ¢ : I — R intégrable sur [ telle que :

VneN, Vtel, |[fu(t)] <ot

(hypothése dite de domination), alors toutes les fonctions f, ainsi que f sont

intégrables sur [ et :
lim [ f, = / f.

1+tn+27e n — ) fn() . Onrerquenggo n = 1.

3.2. Exemple
Soit f, : |1,400[ = R, t
Tout d’abord, pour t > 1 fixé, on a :

14+t 1
14 t7+2 nooo 27

donc la suite (f,) converge simplement vers t — =, continue par morceaux sur |1, +ool.
Vérifions 'hypothése de domination : pour ¢t > 1,

I+t < t"+t 2

1_|_tn+2 — 1+tn+2 - t_2’

qui est intégrable sur |1, +oo[. Donc :

+oo 1
hm[n:/ —dt = 1.
t2
1

n—oo
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Exercices

Exercice n°0
Soit (f,) une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f sur un
intervalle I. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses :

1. Si les f,, sont croissantes, alors f aussi.
2. Siles f, sont périodiques de période T, alors f aussi.
3. Siles f, sont continues en a € I, alors f aussi.
Reprendre I'exercice avec la convergence uniforme a la place de la convergence simple.

Exercice n°1
Etudier la convergence de la suite de fonctions (f,,) pour tout entier naturel n :

x
1. Va €0, . falz) = )
relo ool fule) =
1
2. Vo € [0,400], fulz) = T, (aborder la convergence uniforme de deux
na

fagons).

Exercice n°2

1. Une fonction continue sur un segment peut-elle étre approchée uniformément sur ce
segment par des fonctions polynomiales ? (Penser au théoréme de Weierstrass.)

2. Soient a et b des réels non nuls tels que a < b, et f une fonction continue de [a, b]

b
dans R. On suppose que Vn € N, / f(t)t"dt = 0. Montrer que f est la fonction

nulle.

Exercice n°3
Soit (P,) une suite de polynomes de R[X] convergeant uniformément sur R vers f. Mon-
trer que f est polynomiale.

Exercice n°4
youtu.be/IpQQd11S9Kg
Soit (f,,) la suite de fonctions définie sur [0, 1] par :

B 2nx
1420 -nx?

fn()

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

1
. Calculer I, :/ falt) dt.
0

3. Déterminer lim I,.
n—-+o0o

[\

e~

. La suite de fonctions converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

Exercice n°5
Pour tout x € R et tout entier naturel n, on pose :

o) = T

1. Etudier la convergence simple de (f,,).


https://youtu.be/IpQQd11S9Kg
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2. Soit a > 0, étudier la convergence uniforme de (f,,) sur [a, +o00].

3. A-t-on convergence uniforme sur |0, 400 7

Exercice n°6 (oraux concours)
On pose pour tout entier naturel n et pour tout réel x :

_n+2 2

fulz) = ] e ",

—_

. Etudier la convergence simple de la suite (f,,).

[\]

. La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur R ?

b

(a) Soit @ > 0 et b > a, la suite (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a, b] 7
(b) Peut-on en déduire la convergence uniforme sur [0, +oo[ 7 sur |0, +o00[ ?
4. Soit a > 0, la suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[ 7

5. La suite (f,,) converge-t-elle uniformément sur |0, +oo[ ?

Exercice n°7

Pour n € N*, on définit f,(x) = (/2 + % Montrer que f, est C! sur R et converge

uniformément sur R vers une fonction qui n’est pourtant pas C' sur R.

Exercice n°8

“+oo

:L‘ n
Déterminer LIim (1 + —) e 2% dux.
n—-+oo n

On rappelle que Vu > —1, In(1 +u) < u.

Exercice n°9
Soit n € N*. On définit les fonctions f, sur R, par :

n*z size [0,1],
Ju(z) =
(@) 1 sixe[%,ﬂ)o[.
x

Etudier la convergence simple de la suite (f,,).

Exercice n°10
Soit n € N*. On définit les fonctions f,, sur R par :

fa(z) =sin (3: + %) )

Montrer que cette suite de fonctions converge uniformément sur R.

Exercice n°11

1
Pour n € N*, on pose [,, = / ln(l + t”) dt.
0

1. Déterminer lim I,.
n—-+00

2. A l'aide du changement de variable t = u!'/"

, déterminer la limite de I,,.

Exercice n°12

1

du
Donner un équivalent de I,, = / m sans la calculer, a 'aide du changement de
0 u

variable u = —.

NG
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Exercice n°13
On définit la suite de fonctions (f,) pour tout entier naturel non nul n, sur R, par

folz) = nsin(%).

1. La suite converge-t-elle simplement sur R 7 Si oui, vers quelle fonction ?

2. La convergence est-elle uniforme sur R 7

Exercice n°14
On définit une suite de fonctions (f,,) sur [0, 1] par f,(z)

o
1+ n22%

1. Montrer que (f,,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f dérivable.
2. Montrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction g.

3. Vérifier que f’ # g. Quelle conclusion en tirer 7

Exercice n°15
Soit (f,) une suite de fonctions décroissantes définies sur [0, 1] telles que (f,) converge
simplement vers la fonction nulle. Montrer que la convergence est finalement uniforme.

Exercice n°16
Démontrer que la limite uniforme de fonctions uniformément continues est elle-méme

uniformément continue.

Exercice n°17
A Taide du théoréme de convergence dominée, déterminer la limite lorsque n — 400 des
suites suivantes :

w/4
1. / (tan t)" dt
0

+oo 1
2. / dt
Rz

+oo
-z n R n ‘
3. /0 e dr  (rem. : vérifier que {7 — 0 pour x fix¢)

Exercice n°18
Pour z > 0 et n > 1, on pose f,(z) = (1 + f) )
n

1. Démontrer que, pour x > 0, f,(z) converge simplement vers e”.
2. Démontrer que f,(z) < e”.

o0 n
3. En déduire, pour b > 1, la limite de / (1 + E) e b du.
0 n
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