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Exercice n°1

Soit E un espace préhilbertien réel. Soit x € E. Soit F' un sous-espace vectoriel de FE.
On suppose que F' est de dimension finie m € N*. On note pg la projection orthogonale
sur F.

1) Qu’appelle-t-on distance de x & F'? (donner la définition, pas la caractérisation).
2) Démontrer : Vo € E, Yy € F, ||z — pr(x)| < ||z — y]|.
3) Démontrer : Vo € E, d(z, F) = ||z — pp(2)||.

Exercice n°2

Soit £ = C°([0,1]). On pose, pour (f,g) € E X E,

1
() = [ g0 ar
0
1) Montrer que (-, ) est un produit scalaire.

1
2) Calculer / t" In(t) dt pour tout n € N.
0

3) Soit F' = {x — az +b | a,be R} et u € E telle que u(x) = xIn(z) pour tout
z €]0,1] (on prolonge w par continuité en 0 en posant u(0) = 0). Déterminer le
projeté orthogonal de u sur F'.

1
4) Déterminer inf / (at +b— tln(t))2t2 dt.
(a,b)ER2 0

Exercice n°3

Soit F un espace euclidien et soit p un projecteur de E.
Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) p est un projecteur orthogonal ;
(ii) V(z,y) € Ex E, (p(z),y) = (z,p(y));
(i) Vz € E, [[p(2)]| < |||

Indication : pour démontrer (iii) = (i), on pourra travailler par l'absurde.



Exercice n°4

Dans cet exercice, E désigne 'espace vectoriel Ry[X ]| des polynomes de degré inférieur
ou égal a 2 et a coefficients réels, et B = (1, X, X?) sa base canonique.
Pour tout couple (P, Q) d’éléments de E, on pose :

(P,Q) = P(Q() + P(Q'(1) + P/(1)Q"(1).

1) Vérifier que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

)

2) Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit scalaire.
)
)

3) Déterminer la distance du polynome U = X? — 4 a R;[X].
4) Soit H ’ensemble des polynémes P de E tels que P(1) = 0.
a) Veérifier que H est un sous-espace vectoriel de E. Quelle est sa dimension ?
b) Soit ¢ la projection orthogonale sur H. Déterminer la matrice de ¢ dans la

base B.



