Chapitre 15:

« Calcul intégral »

L. Continuité uniforme
1) Définition
Soit f: I- R une fonction
On dit que f est uniformément continue surIsi: Ve > 0,3n > 0,V(x,y) €

Plx—yl<n=If)-fl<e

2) Théoreme de Heine (admis)
Toute fonction continue sur un segment est uniformément continue.

I1. Intégrale des fonctions continues par morceaux
1) Intégrale des fonctions en escalier

a)

b)

d)

Définition

Une subdivision de [a,b] est une suite o = (ay)g<k<n Strictement croissante
avecap=aeta,=Dh.

On a ainsi: a=ap<ai<az<...<ap1<an=b

Vocabulaire

Si tous les points d’une subdivision 7 de [a,b] appartiennent a la subdivision
a.

On dit que 7 est plus fine que o.

Définition

On appelle fonction en escalier sur [a,b] toute fonction ¢ définie sur [a,b]
pour laquelle il existe une subdivision ¢ = (ay)¢<k<n de [a,b] vérifiant : Vk €
[1,n],32, € R, Vx €]ag_q; ax[, p(X) = A

On dit que la subdivision o est subordonnée a ¢

On note E([a,b], R) I'ensemble des fonctions en escalier définies sur [a,b].

Remarque : Il n’y a pas unicité de la subdivision a ¢ dans la mesure ou toute
subdivision plus fine sera toujours subordonnée a ¢.

Définition
Soit ¢ € E([a,b], R) une fonction en escalier sur [a,b] et ¢ = (ar)o<kx<n UNE
subdivision subordonnée a ¢, on définit I'intégrale de ¢ sur [a,b] et on note

b
fa p(x)dx = f[a,b] ¢ = Xik=1A(ax — ar-1)

Remarque/théoréme (admis): Cette quantité est indépendante de la
subdivision choisie.

2) Intégrale sur un segment des fonctions continues par morceaux.

a)

Définition
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On dit que f:[a,b]— R estune fonction continue par morceaux sur [a,b] s’il
existe une subdivision o = (ay)<k<n telle que pour tout indice k de [1,n]

La fonction fjjakak+1[ €st continue

La fonction fjjakak+1; = R se prolonge continument en une fonction de [ai,ak+1]
On note Cn([a,b], R) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur

[a,b].

.
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b) Approximation d'une fonction continue par morceaux (théoréme admis)
Soitf € Cn([a,b], R) ete > 0
Il existe @,y € E([ab], R)* tellesque: 0< Y —p <cetp < f < ¢

c) Intégrale d’'une fonction continue par morceaux
Soit f:[a,b]> R, fonction continue par morceaux sur [a,b]

Alors : inf{f} ¢ ; ¢ € E([ab], R), @ = f } = sup{[, ¥ ; Y € E([ab], R), < f}

e Dt \ b b
On définit I'intégrale de f de a a b, et on note fa f(x)dx ou fa f la valeur
commune de ces bornes supérieures et inférieures.

Démonstration :

Pour toute > 0, Il existe p, € E(fab],R)’telles que: 0< ) — @ < e etp <
f < Y (c’est la proposition précédente)

Poure = 1/n, on construit donc deux suites @,, ety, telles que :

On a:supapilf — @nl = 0 etsupigp)|f — Yn| = 0 pour n tendant vers
linfini.

Appelons respectivement a,, et 3, ses bornes supérieures

Pour toutx de [a,b], [on, — Y/ = fon — [ + [ = Pn/<|f —@nl +1f -
Ynl=an + Bn

01 fy, on - [ ¥nl< I} 1on = Wn /S (B-a)(an + B)=0

[1I. Propriétés de I'intégrale
1) Propriétés de I'intégrale des fonctions continues par morceaux

Soit f, g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b].
Soit c€[a,b], Soit (4, u) € R?, Alors :

o ... b - b
-linéarité: [ (Af+ug)=A[ f +uf, g
-relation de Chasles: [*f= [ f+ [°f

“Jad T Ja c

-croissance : Si f<g alors : fff < f; g

-positivité : Si f>0, alors fff >0
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Démonstration : uniquement pour la positivité
1l existe soite > 0, 3 @, € E(fab]R)’tellesque: 0< ) —p <cetp < f < ¢

Et poure suffisamment petit, 0< ¢ < f < Y

ona:["o<fPr< [Py orflos[Pp—gp< [Pe o< [Pv—["o <o)

2) Estimation d’intégrales
Soit f: [a,b]— R une fonction continue par morceaux.
On note m=infp,p)f et M = suppapf

Encadrement d’une intégrale : m(b-a)< f;f < M(b-a)

Valeur absolue d'une intégrale : | f: fI= f: |f]

3) Intégrale définie-positive
. : : . b
Soitf: [a,b]— R une fonction continue et positive sur [a,b] alors : fa f (x)dx =0
Avec égalité si et seulement si f est identiquement nulle.

Démonstration :

0na/fff (x)dx /< ff If (x)|dx, etOS/fff ()dx /< fff (x)dx puisque fest
positive.

soit: [7 f (x)dx >0

Et égalité 7

Si fn’est pas identiqguement nulle, il existe x dans [ab] tel que : f(x)>0

Par continuité de £, il existe un intervalle autour de x, noté J, tel que f{ 17>m sur

2
Jelab].
Par croissance de l'intégrale : f; f(x)dx = [ ) f (x)dx =Longueur(]) %>0

4) Remarque :
En général, lim f; f(®)dt # f; lim f(t)dt (voir le chapitre de deuxiéme
n—>+0o n—>+0oo

année sur le théoreme de convergence dominée, entre autres)

5) Théoreme de la valeur moyenne
Soit feC([a,b], R), il existe c€[a,b] tel que f: f (x)dx =f(c)(b-a)

Démonstration : Soit F(t) = f; f (x)dx pour te/ab]
Fest dérivable et F'(t) = f(t)
Par le théoréme des accroissements finis, pour t=»b, il existe c dans [a,b], tel que :

F(b)-F(a) = F(c)(b-a), SOI'l'f;f (x)dx =f{c)(b-a)

IV. Liens primitive et intégrale
1) Intégrale fonction de sa borne supérieure
Soit f une fonction continue sur L.
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a€l, et F :I- s, définie par Vx € I, F(x) = f(ff(t)dt
Alors, F est dérivable surl et Vx € [, F'(x) =f(x)

2) Primitive d’'une fonction continue
a) Définition
Soit g, G :I-> 3, on dit que G est une primitive de g sur I si G est dérivable sur I,
etvx €1,G(x) = g(x)

Remarque : Si G est une primitive de g sur |, alors la fonction G + C avec C€ »
I'est aussi. Ainsi la fonction F(x) = f; f(t)dt est une primitive de f.

Démonstration :
Soit F I'application définie sur I par F(x) = f; f(t)dt
Montrons que F est dérivable et que F' = £

Pour x dans I, la continuité de fen x, nous donne que pour toute >

0,il existen > 0 pour tout y tel que [x-y/<n,ona |f(x) — f(¥)| < €
x+h

De plus, F(x+h)-F(x) = [ f(t)dt
Et F(x+h)-F(x) - hf(x) = [ f(0)dt-f7" Fedt = [TT(F(©) - Fa))at
Pour h>0 tel que h< 1, |F(x+h)-F(x)-hfx)/< [ |f(6) — FGo)|dt < eh

X

Ainsi : (x+h;_F(x) — f(x)/ < & d’ou la conclusion

b) Théoréme
Soit feC(], x), alors f possede des primitives sur I.
F(x) = f;f(t)dt est 'unique primitive de f qui s’annule en x=a.

Démonstration : Penser a une constante pres, puis évaluer en a...

¢) Théoreme fondamental
Soit feC([a,b], ), et F une primitive quelconque de f sur I alors : f; f(tdt =
F(b) -F(a)

Démonstration : A une constante pres, puis faire le calcul...

d) Calcul d’'intégrales
Intégration par parties : soit (u,v) €C1([a,b], »#)? alors :

b_, b ’
[, w @®v®dt=[u®v®], - [, u@®Ov'(Odt
Démonstration : une primitive de u’v+uv’est uv...

e) Changement de variable
Soit ], ] deux intervalles de R, ¢: I — J une fonction de classe Ct, f: I = 3 une
fonction continue.

Soit (a, B) € J?

Alors : [P f(6)dt = [ f(p(w)e’ (w)du
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Démonstration : f ((p (u))<p’ (u) a pour primitive Fo ¢ avec F primitive de f

Exercice

#A l'aide du changement de variable x = cost, déterminer f_11 1 — x%dx
#Déterminer fn_’E cos(Vx) dx
4

3) Intégrale d’une fonction paire/impaire/périodique
a) Etude selon parité
Soit fe €°([—a, a]; R)
Si f est paire alors : f_aa f(x)dx =2 foa f(x)dx

Si f est impaire alors f_aa f(x)dx =0

b) Etude selon période
Soit fe C°(R; R), T-périodique, alors f:” f(x)dx = [ OT f(x)dx

V. Sommes de Riemann
1) Définition
Soit f €C([a,b], R), pour tout entier n non nul, on appelle somme de Riemann

L b-a - b—a
d’ordre n associée a fla somme : — Y221 f(a + k—)
n k=0 n

Remarque : Cette somme correspond a I'intégrale d’'une fonction en escalier g,
telle que, Vk € [0,n — 11, gjupup,,[ = f(uk) Ol uk est la subdivision de [a,b] de

asb—a
p n

2) Théoreme (admis)
Soit f €C([a,b], R), alors : ?ZZ;& fla+k ?) - fab f quand n tend vers l'infini.

Et de fagon analogue : bn;aZf“:l fla+k b%) - f: f quand n tend vers l'infini.

™ N
™ — N y=fx) Laire du domaine coloré vaut :
At Ol S, T — n—1
T N R (] [ b—a ; b—a
— I 1B —_— fla+k 5
| | I I | | | | | | | | n k=0 n
} } It It | } { } } + } |
a=XpX; X3 X3 X3 X5 Xg X7 Xg Xp2 Xp1 Xn =D
1
S = N\ y=f(x) B2 Laire du domaine coloré vaut :
[=oafit 1 e ] —A | n
| | | I | | | | | 1 /) | b—a K 3 b—a
¥ [ | I | 1 | - | | = Z_:‘ a+k = ]
| | | I | | | | | | ! | k=1
e e, SEEE
A=XpX; X; X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xp 3 Xp 1 Xa=Db
Exercice :
1

Déterminer lim Y%_, —
n—-oo Zk_l‘rl+k
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Annexe : quelques primitives...

Soit 1 une fonction dérivable.

Fonction f:x— Primitive F: x~— | ua valeurs dans
“Jl+]
v, nel [
n+1
“J:I+]
u'.u", ne Z-\[-1} RrR*
n+l
u'
— In|u| rR*
u
ucr+]
., aeR\Z rR**
a+1
u'.e" et R
uw'.In(u) ulnfu) — u R**
u'.cosu sinu 4
u'.sinu —cosu R
' tanu —In|cosu| R\{%+i!ﬂ. nef}
“i
— 1 2 o
s —=Uu Al +tan” i) tan u IR\{E+m1'. nef}
cos U
u'.chu shu
u'.shu chu
u' A
Arcsin (u) |-1,1[
v1-12
ou —Arccos (1) 1-1,1]
u'
— Arctan (u) R
1+ u2

Quelques méthodes supplémentaires :

D

2)

3)

Primitives de fonctions polynémes en cos(x) et sin(x)

La méthode la plus générale consiste a linéariser I'expression ou dans certains cas
d’essayer de se ramener a la dérivée d’'une composée.

Exemple : Déterminer une primitive de x—cos3x

eX yo—ix . 31X 4 3pi2X p—iX | 3olX o—2ix 4 o—3ix e3iX 4 o—3iX | 3(plxy o—ix
Onacos(x) = — d’ou cos3x = 5 = 5 ( )

. 1 3
Soit: cos3x = Zcos(3x) + Zcos(x)
) o 1, 3 .
D’ou une primitive : Esm(3x) + Zsm(x)
Primitives de fonctions de la forme e2xcos(bx)
Pour déterminer une primitive de exxcos(bx), on peut identifier la fonction a la partie

réelle de eaxeibx = eaxt+ibx = e(a+ib)x, puis on prend la partie réelle d’'une primitive de e(+ibx

Les regles de Bioche

Les régles de Bioche sont des régles pour calculer des intégrales de fractions rationnelles

en sinus et cosinus, en les ramenant a des intégrales de fractions rationnelles.
Précisément, posons w(x)=F(x)dx l'intégrande (avec 1'élément différentiel). Alors,

e si w(—x)=w(x), on pose t=cosx
e siw(m—x)= w(x), on pose t=sinx
e siw(m+x)=w(x), on pose t=tanx
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4)

si aucune des propriétés n'est vérifiée, on pose t=tan(x/2). (Rappels : On a alors cosx =
1-t? 2t 2t

—,sinx = et tanx =

1+t2’ 1+t2 1—t2)
T .3
— Sin°x

Exemple : Calculer: = |2 .
0 1+cos’x

Décomposition en éléments simples

Proposition : Soient A et B des polynémes de K[X], et F = g(appelée fraction rationnelle)
31(Q; R)E(K[X])* tel que F=Q + gavec deg(R) < deg(B).
Q est appelée partie entiére de F; g est appelée partie fractionnaire de F.

a) Démontrer la proposition précédente.
X2-5X+4 . X*+2X%+X+1
X-2 ’ X241

b) Déterminer les parties entieres de :

Le principe de la décomposition en éléments simples consiste a substituer a une fraction
rationnelle, une somme de fractions « plus simples ».

Le théoréme :

A

Théoréme : Soit F=

aH(X—ai]'i (X*+o X +B)"

i=1 i=1
ot Ae R[X], ae R, (a)__ € R"(tous distincts) et Vi: (r.v,)e [N‘)z, o 4B, <0.
F s’écrit de maniére unique sous la forme :

r. aX+b.
F=0Q+ —i |+ ———— | our;, a;, etbye B et Qe E[X].
.Z[.JZ [K—a,-)JJ |Z[.,Z (X% aiX+Bi)J} e |

I£iZn

Cette expression est appelée décomposition en éléments simples de F dans [ [X].

Applications : Déterminer les décompositions en éléments simples de :

1

) A=1xD
X3
d) B=2"
e) E=———
(X+2)(X+1)
1
f) C= X(X*—1)(X+2)
) D=
g T (X2+1)?
1
N F= G
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