Chapitre 17 :

Calcul différentiel

L. Dérivée en un point
Soit f une fonction définie au voisinage de : a€ R, et a valeurs dans R

D

2)

3)

4)

5)

Définition :
, - S@-f@ o
On dit que f est dérivable en a lorsque le rapport : —a défini pour x #a,

admet une limite finie quand x tend vers a.
Lorsque cette limite existe, on appelle nombre dérivé en a, et on note f’(a) ou
D(f)(a) cette limite.

f(a+h)_f(a) — f!(a)

On remarque que : lim
h—-0 h

Exemple : x— +/x est définie sur [0 ;4+oco[ mais dérivable sur ]0 ;+ oof

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle |, f est dérivable en a si et seulement
s’il existe d réel et une fonction €: I — R tel que :

f(x) =f(a) + d(x-a) + (x-a)e(x)

Avec )1(1_1)1(11 ex)=0

Remarque : Dans ce cas, f’(a) =d
Démonstration :

Si f(x) = f(a) + d(x-a) + (x-a)s (x) aveclim €(x) = 0 alors clairement
xX—a

h—0 h
Réciproquement :
fO)-f(a)—(x-a)fr(a)
Soite (x) { x—a six# a, Onabienlime(x) =0
0 sinon xma
Théoréme

Si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Démonstration : évident avec : f{(x) = f(a) + d(x-a) + (x-a)e (x) aveclime(x) = 0
xX—a
Exercice
Xxcos (l) pour x # 0
Soit la fonction g définie par g(x)= x
Opourx =20
Montrer que g est continue en 0, mais n’est pas dérivable en 0.

Proposition
Si f est dérivable en a, alors la courbe représentative de f admet une tangente au
point d’abscisse a. C’est la droite d’équation : y = f’(a) (x-a)+f(a)

Définition
. - N . . fO)-f@) y,p .
On dit que f est dérivable a droite en a si le rapport — défini pour x #a,

admet une limite finie quand x tend vers a avec x>a.
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Cette limite s’appelle le nombre dérivé a droite et se note f’4(a)
De la méme facon, on définit la dérivée a gauche en a, notée f’;(a).

6) Proposition
Si f est définie au voisinage d'un réel a, de la forme ]a-n; a+n [ avec n>0
Alors : f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite et
sif’q(a) = f’g(a).

7) Opérations algébriques sur les fonctions dérivables :
On suppose que f et g sont deux fonctions définies au voisinage d’un réel a et
dérivables en a.
Soit (A, 1) € R?
Alors : la fonction Af + ug est dérivable en aet (Af + pg)’(a) = Af’(a) + ug ‘(@)

Alors : 1a fonction fxg est dérivable en a et (fxg)’(a) = f'(a) xg(a) + f(a) xg'(a)

' (a)xg(a)- f(a)xg'(a)
g(a)?

Si g(a)#0, alors 5 est dérivable et (g)’(a) =

Démonstration
Pour le produit : (tXg)(a+h) - (fxg)(a) = ((a + h)) X (g(a+h)) - ((a) Xg(@))
Ona: (fXg)(a+h) - (Xg)(a) = fla+h)g(a+h)-fla+h)g(a)+f(a+h)g(a)-f(a)g(a) =

fath)(g(a+h)-g(a) + g@)(fa+h)-f(a))
Er (fxg)(a+h)h —PO@ _ ) h}g(a+h;—g(a) " g(a)f(a+h;—f(a)

1 _f@-f(a+h)
fath) f@  f@f(a+th)

Pour I'inverse: .. Pour le quotient : Le transformer en

produit...

8) Théoreme de composition
Si f est une fonction dérivable en a et g une fonction dérivable en f(a) alors gof
est dérivable en a et : (gof)’(a) = g'(f(a))f’(a)

Démonstration : Posons b = f(a), g(v)-g(b) =g'(b)(yv-b) + (y-b)e (y) avec
iil’é e(y)=0

Donc, g(f(x))-8(f(a)) = g ({(a)) ({(x)-(a))+({(x)-1(a) Je ({(x)) avec
lime(f(x)) =0

1l reste simplement a diviser par x-a...

IL. Dérivée sur un intervalle et les théoremes classiques
Ici I désigne un intervalle de R et les fonctions sont a valeur dans R.
1) Définition
On dit que f est dérivable sur |, si f est dérivable en tout point de I.

Si f est dérivable sur I, alors la fonction - R, x—=f’(x)est appelé fonction dérivée
def.

. s Y da
La fonction dérivée est notée f‘ ou D(f) ou d—)]:
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2)

3)

4)

5)

Remarque : pour un intervalle fermé en a, la dérivabilité en a se résume a la
dérivabilité a gauche ou a droite de a, selon laquelle des deux extrémités
correspond « a ».

Opérations algébriques

On suppose que f et g sont deux fonctions dérivables sur I.
Soit (A, 1) € R?

Alors : la fonction Af + ug est dérivable sur I

Alors : la fonction fxg est dérivable sur |

Sig(a)#0, alors i est dérivable sur |

Dérivation d'une composée
Si f est dérivable sur I, et g dérivable sur f(I) alors gof est dérivable sur I,

et (gof)’ = (g'of) xf’

Dérivabilité de la réciproque

Soit f une fonction strictement monotone de I sur ] et dérivable sur I.
1

frof 1

Si f’ ne s’annule pas sur |, alors f -1 est dérivable et (f 1)’ =

Remarque : Si f ’(a) = 0, alors f -1 n’est pas dérivable en f (a) et la courbe
représentative de f -1 admet une demi tangente verticale au point d’abscisse a.

[HORTT®) _ bth-b
ohsh est l'inverse def_l(b+h)_f_1(b) =

Démonstration :
F(F 1 +n) -1 0))
T b+h)—-f~1(b)
monotone de [ sur J et dérivable sur 1.

or f1 est continue du fait que fune fonction strictement

Exercice :
Justifier que la fonction x— x3In(sinx) est dérivable sur [0 ;7| et déterminer
I'expression de la dérivée.

Proposition

Ici a et b désignent deux réels tels que a<b, les fonctions sont toujours a valeurs
dans R.

Soit f: - R une fonction dérivable sur I, et a€ I° un point intérieur a L.

Si f présente un extremum local en a, alors f’(a) =0

Remarque : La réciproque est fausse

Une fonction peut admettre un extremum local en a et ne pas étre dérivable en a:
X = |x| atteint son minimum en 0 mais n’est pas dérivable en 0

La condition f' (a) = 0 n’est pas une condition suffisante d’existence d’un
extremum ! h : x - x3 n’a pas d’extremum en 0, pourtanth ' (0) =0

Démonstration :
Ona:fla+h) =f{a) + f(a)h + (h)s(x) aveclime(x) = 0
x—-a
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6)

7)

8)

9)

Supposons que f(a) soit un maximum local, pour h>0, f(a+h)<f(a), donc
f@hs0etfa<o
pour h<0, f(a+h) <f(a),doncf(@@a)=0etf(a) =0

Théoreme de Rolle
Soit f:[a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[
Sif(a) =f (b) alors il existe c€]a,b[ tel que f’(c) =0

Démonstration :

Comme fest continue sur [a,b], alors f est bornée et atteint ses bornes.

Si les maximum et minimum sont atteints en a et b, alors f est constante car f(a)
=f(b)

Sinon les extrema sont atteints dans l'intérieur de I, et donc il existe ¢ dans
l'intérieur tel que f(c) =0

Théoréme des accroissements finis
Soit f:[a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[

Alors il existe c€]a,b[ tel que % =f’(c)

Démonstration

Soit g(t) = f0)-(fa)+ "L t-2))
On a g dérivable sur ]a b/, continue sur [a,b], g(a) = g(b)=0
Par le théoréme de Rolle, il existe c dans Ja,b[ tel que g'(c) = 0...

Inégalité des accroissements finis

Soit f:[a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[
On suppose qu'il existe deux réels m et M tels que pour tout x de [a,b],
m<f‘(x) <M, alors : m(b — a) <f(b)-f(a) <M(b-a)

Démonstration : Soit y < z dans [a,b],on applique le théoréme des accroissements

finis, il existe x dans Jy,z[, tel que : % =fx),ona:m< % <M

Soit : m(z —y) <f(z)-f(y) <M(z-p)...

Théoréme

Soit f: I- R une fonction dérivable sur |,

Alors : f est constante si et seulementsiVx € I, f’(x) =0
Alors : f est croissante si et seulement si Vx € I, f’(x)=0
Alors : f est décroissante si et seulement si Vx € [, f’(x)<0

Démonstration :

Montrons que f est croissante si et seulement siVx € I, f(x)=0

Soit x<y, comme fest dérivable, il existe c dans [xy[, f{(y)-f(x) = f(c)(y-x)
On a f croissante si et seulement si {(y)-f(x)= 0 si et seulement si f (c) =0

Premiere année classe préparatoire INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai, M. Calciano




10) Théoreme de dérivabilité aux bornes
Soit f:[a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]Ja,b] et L€ R

f@-f@ _ |

Si xll)r(£1+f (x) = L alors xl_1)r£1+ —

En particulier si linl f'(x) =L € Ralors
x—a

f est dérivable ena adroiteet f'(a) =L

11) Théoreme
Soit f: I- R une fonction continue sur I et dérivable sur I\{a}
S'il existe un réel L tel que lim:= f'(x)=L
x-ax+a

Alors : fest dérivable en a, et f ‘(a) = L, et f* est continue en a.

Démonstration :
Soit lim f'(x) =L€E R, pour toutx de I\{a}
x—->a,x+a

1l existe c; dans [a,x/, tel que% =flc)

Puisque [ ¢k -a/</[x-af, on alim c,, = a et f (¢, )= L, par unicité de la limite f (a)=L
xX—a

I11. Fonctions de classe CP
[ désigne un intervalle de R, et p un entier supérieur ou égal a 2, et toutes les
fonctions sont a valeurs dans R.
1) Fonctions de classe C?!
a) Définition
Soit f une fonction définie sur I, on dit que f est de classe C! sur I sif est
dérivable sur I et si f’ est continue sur I.
b) Théoréme (rappel du II)
Soit f une fonction continue sur I.
Si f est dérivable sur I\{a}
Si f’(x) a une limite finie L lorsque x tend vers a
Alors fest de classe C! surletf’(a) =L

2) Dérivées d’ordre supérieur
Soit f une fonction définie sur 1.
On dit que f est p fois dérivable sur I, si f’ est (p-1) fois dérivable sur 1.
On note f® cette dérivée p-ieme.
Ainsi : f®) = [fr-1]’
Par convention, f(O = f

On note Dr(I) I'ensemble des fonctions dérivables sur 1.

Exercice :

Déterminer les dérivées k-iémes de :
1

X— =
X

x—cos(X)
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3) Fonctions de classe CP
Soit f une fonction définie sur I, p un entier
On dit f est de classe CP si f est p fois dérivable sur I et si f® est continue sur I.

On dit que f est de classe C*® sur I lorsque : Vk € N*, fest C¥ sur .

4) Formule de Leibniz
Soit n un entier naturel
Soit (f,g)e(Cn(1))? alors fxg est Ca(I) et (Fxg)® = X3 _o (1) fF g™

Exemple :
Calculer la dérivée n-iéme de la fonction suivante : x—(x3+2x—7)e*

Posons f(x)= (x3+2x—7)e*.

On va appliquer la formule de Leibniz en écrivant f(x)=g(x)h(x) avec h(x)=
x3+2x—7 et g(x)=e*.

La situation est assez facile ici car h'(x)=3x2+2, h"'(x)= 6x, h""'(x)=6

et h®(x)=0 dés que k>4. D'autre part, les dérivées successives de la fonction
exponentielle sont encore égales a la fonction exponentielle. On en déduit que la
dérivée n-iéme de f est : (x34+3nx24+(3n2—3n+2)x+(n3—3n2+4n-7))e*.

5) Théoreme de prolongement de classe C?
Si fest de classe CP sur I\{a} et si Vi € [0, p] fi(x) admet une limite finie lorsque x
tend vers a alors f admet un prolongement de classe CP sur 1.

IV. Les formules de Taylor.
1) Formules de Taylor
a) Formule avec reste intégral a 'ordre n

Soit f une fonction de classe C™**! sur ], a €I
(x—a)k

Alors:Vx €I, f(x) = 2=on(k)(a) + f:%f("“)(t)dt
Démonstration : par récurrence avec IPP

b) Formule de Taylor-Lagrange a I'ordre n (ou de reste d’'ordre n+1)
Soit f une fonction n fois dérivable sur [a,b] et n+1 fois dérivable sur ]a,b[

Alors il existe c dans ]a,b[ tel que :

_ (b-a)* -k MY o-a"!
fb) = Yico— P (@ t o

Exemple :

Soit f :t=>In(1+t) définie sur |-1 ;+oo[

En appliquant la formule de Taylor -Lagrange a I'ordre 2, on obtient
I'existence d'un réel c, entre 0 et x tel que :

1l suffit donc de prendre b=x, a=0

1 X2 -1 x3 2 X
In(1-4) = In(I+0) + x5+ S oy T3 @wrey? - 2 T 3a+c

3
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c) Inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n
Soit f une fonction de classe C"*! sur |, a €I

Alors:Vx € I, |f(x) — Y} o - a) == fO(a)<M

Ou M,41 est un majorant de t—>f(ﬂ+1)(t)

|x_a|n+1
1 (1))

Démonstration : On majore la formule de Taylor avec reste intégral.

2) Formule de Taylor-Young
Si la formule de Taylor-Lagrange donne des renseignements sur tout un
intervalle, la formule de Taylor-Young est une formule locale, qui ne donnera des
informations qu’au voisinage d'un point. Elle permettra d’affirmer I'existence de
développements limités et de faire des études locales de courbes.

a) Laformule
Soit f une fonction de classe C"**! de I dans R

(x-a)* (k
Soita€lalors:Vx €I, f(x) = Xi_o = f®(a)+o(x —a)”

Démonstration : Par récurrence surn

Pour n=1, il s’agit du développement limité a I'ordre 1

On suppose le résultat vrai au rang n

Soit fde classe Ct*1, alors [ ‘est de classe ("

Et:Vx €L f'(x) = Xio (- a) 2 B (@) + e(x)(x — a)™

On peut intégrer f(t) —f(a) :Zk=0 f;%f(k)(a) + fa e(x)(x —a)™

Donc f(t)-fa) =¥i—o (x(kj-)l)' £ () +fat£(x)(x —a)"

1 1 et £
OI‘W /fa s(x)(x —a)t/< m;fa |(x — a)|"™ car pour tout= a

partir d’'un certain rang [ £(x) /< %

1 t 1
Etm /fa E(x)(x — a)n/S WE/X- /n+1_ >0

b) Remarque:
La formule de Taylor- Young en0 s’écrit

f(x) = f(0) + xf’(0) + = f(2)(0) ¥ . +(

f-0(0)+ 2 fm(0) + o(x7)

Exercice:

#Ecrire les formules de Taylor-Young a I'ordre 3 en 0 de e* — sin(x) —
cos (x)

#En déduire : lim M

x—-0 X

3) Extension...
a) Définition
Soit D un intervalle de R, et f:D— C

%Z(a) existe dans C et est finie

On dit que f est dérivable en a€D si Pm
-a
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b) Proposition
Si f est une fonction définie par f(t) = x(t)+iy(t) avec x ety a valeurs dans R.
Alors f est dérivable en a si et seulement si x et y sont dérivables en a
Et:f‘(a) =x'(a)+iy’'(a)

¢) Remarques : On peut alors étendre aux fonctions de R dans C :
« les notions de dérivabilité a droite et a gauche ;
¢ les opérations : somme, produit, quotient ;
¢ ]a notion de dérivée n—iéme et la formule de Leibniz;
¢ la formule de Taylor-Young.

Attention : La notion d’extremum local n’a plus de sens pour les fonctions a
valeurs dans C ! Le théoreme de Rolle et le TAF ne sont plus valables.

Exercice :

Soit la fonction f: R - C, t— e't

#Montrer que f est continue sur [0,27]

#Montrer que f est dérivable sur ] 0,27 [ et déterminer I'expression de f*
#Vérifier que f(0) = f(2m), quel théoréme classique pour une fonction de R
sur R est contredit ici ?

V. Fonctions convexes
1) Définition
Une fonction f: I - R est dite convexe lorsque :
V(x,y) €EIVAE[O, 1], f(Ax+(1-V)y)< Af(x) + (1 — D)f(y)

Une fonction f est dite concave si -f est convexe

Graphiquement :
Af(@)+(1-2) F(y)

F(Awt(1-2)y)

& /\:+[1:—)|)y y

Exemple : La fonction Arcsin est convexe sur [0,1], la fonction x— /x est concave
sur R* (trés facile a vérifier avec la proposition 6))

2) Proposition
Iy a équivalence entre :
#f convexe sur |
#(a,b,c) € 13, /OO L JOT@ JOTE)

- c—a - c—b

#Va €], x— est croissante sur son domaine de définition

fx)-f(a)
xX—a
Démonstration : En exercice !
3) Proposition :

Si f est convexe sur I et xo est a I'intérieur de I, alors f est dérivable a droite et a
gauche en xo, avec de plus f’g(%0) < f’a(Xo).
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4)

5)

6)

7)

8)

Démonstration : Il suffit d’écrire l'inégalité des 3 pentes...et de passer a la limite.

Proposition
Si f est convexe sur I, alors f est continue sur 'intérieur de I.

Démonstration : Prendre deux suites a,, etc,, tendant vers b respectivement par
défaut et par exces, écrire l'égalité des 3 pentes, et en déduire que f(a, ) et f(c,)
tendent vers f(b)

Exercice :
Soit f convexe sur I. Montrer que si f admet un minimum local yy, alors c’est un
minimum global.

Proposition
Si f est dérivable, alors f est convexe si et seulement si f ‘ est croissante.
Dans le cas ou f est deux fois dérivable, alors f est convexe si et seulement si f “>0

Démonstration : Utiliser la propriété de la pente.

Exercice : Soit f dérivable et convexe et xo, yo € [ avec Xo < yo, alors :
f; (XO)Sf(yO)_f(xO) Sf; (y())
Yo—Xo

Définition : Si f est dérivable en xo, Xo est un point d'inflexion pour f si la tangente
au point (xo,f(X0)) traverse la courbe représentative de f en ce point.

La courbe opere un changement de concavité. En particulier, si f est deux fois
dérivable en xo et si xo est un point d'inflexion de f, f''(x¢)=0.

Réciproquement, si f " s'annule en changeant de signe en xo, alors xo est un point
d'inflexion de f.

Position par rapport a la tangente
Si f est une fonction convexe et dérivable sur un intervalle I, alors: V(x,a) €

I f(x) 2 f(@) + (x — a)f'(a)

Démonstration : Soit ¢ la fonction définie sur I par ¢ (x)= f(x)—f(a) —
(x — a)f'(a). Comme fdérivable, alors ¢ dérivable et (x)=f"'(x) — f'(a),

Or f est convexe donc f’ est croissante, ainsi pour x< a, ¢ (x) <0 et pour x> a,
¢ (x) =0, ainsi a est un minimum pour ¢ etp(a) =0

Etude d'un exemple :
Démontrer que la fonction sin est concave sur [0,%]

Ecrire I'équation de la tangente a la courbe en x=0
En déduire I'inégalité : Vx E[O,%], sin(x)< x

Alaide dela cordereliant (0,sin(0)) et (g,sin(g)), justifier que Vx E[O,g], Z?x < sinx
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