DS — Réduction

Corrigé

M. Calciano

INP des Hauts-de-France, lycée Fénelon Cambrai

Exercice n°1 (/4)

On considére

a+b a a 1 1 1
A= a a+b a , J=|11 1],
a a a+b 1 11

avec a,b € R, a # 0.

1) Rang et diagonalisation de J (sans calcul de déterminant). Les trois lignes (colonnes)
de J sont identiques et non nulles, donc rg(.J) = 1.

Par le théoréme du rang, dimker J = 3—rg(.J) = 2. Ainsi 0 est valeur propre de J, de sous-espace
propre Fy = ker J de dimension 2.

De plus J est symétrique réelle, donc diagonalisable (théoréme spectral) — ou, sans invoquer ce
théoréme : comme dim Ey = 2 égale déja la multiplicité maximale disponible pour les deux premiéres
valeurs propres, il reste une troisiéme valeur propre pu, nécessairement de multiplicité 1, et

tr(J)=0+04+pu=3 = pu=3.

Un vecteur propre associé est (1,1,1) (en effet J(1,1,1)T = (3,3,3)T = 3(1,1,1)T).
On a donc dim Ey + dim B3 =2+ 1 = 3 = dimR?, donc

’ J est diagonalisable, semblable a diag(0, 0, 3). ‘

2) La matrice A est semblable & une matrice diagonale. On remarque que
A=aJ + bIg

(chaque coefficient diagonal de A vaut a + b, chaque coefficient extra-diagonal vaut a).
Comme J = P diag(0,0,3) P~! pour une certaine P € GL3(R), on obtient, avec la méme matrice
P
P'AP = a P7'JP + b3 = adiag(0,0,3) + bI3 = diag(b, b, 3a + b).

Donc

‘A = Pdiag(b, b, 3a +b) P! ‘

et A est diagonalisable, semblable a diag(b, b, 3a + b).

Exercice n°2 (/3)

Soit g un endomorphisme d’un R-espace vectoriel H.



1) Si i est valeur propre de g, alors 2 est valeur propre de g?. Soit x # 0 tel que g(z) = ux.
Alors

g°(x) = g(g()) = g(uz) = pg(x) = p(pz) = p’e.

Comme z # 0, 2 est bien valeur propre de g2 (de vecteur propre ).

2) Deux sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme
directe. Soient A # p deux valeurs propres de g, et Ey, F, les sous-espaces propres associés.
Montrons Ex N E,, = {0} (ce qui équivaut, pour deux sous-espaces, & E\ + E, = E\ ® E,,).

Soit x € Ex N E,. Alors g(x) = Az et g(x) = px, donc (A — p)x = 0. Comme X # p, on a x = 0.

Donc EyNE, = {0}, dou

3) Pour A ¢ M,(R), n>2:

det(—A) = (—1)"det(4),  det(AT) = det(A).

Exercice n°3 (/4)

Soit n > 1et A, B € M, (R) tels que AB— BA = A.

1) Pour tout k >0 : A*B — BAF = kAF. Récurrence sur k.
Initialisation (k =0) : A’B— BA°=B - B=0=0-A° Vrai.
Hérédité : supposons A¥ B— BAF = EAF pour un certain k > 0. Alors, en utilisant AB = BA+A :
AFTIB = A(A*B) = A(BA* + kAF) (hypotheése de récurrence)

= ABAF 4 AR
= (BA+ A)A¥ + kAMY  (car AB= BA+ A)
_ BAk’+1 +Ak’+1 +kAk+1
— BAIH—I + (k+ 1)Ak+1.

Donc A*1B — BAF! = (k + 1) AF*1, ce qui achéve la récurrence.

Vk >0, A*B— BA* =kA*.

2) ¢ : Mp(R) - M,(R), M — MB — BM est un endomorphisme. ¢p est clairement a
valeurs dans M, (R). Pour A € Ret M, N € M,(R) :

05(AM + N) = (AM + N)B — BAM + N) = A(MB — BM) + (NB — BN) = App(M) + ¢p(N).

Donc ¢p est linéaire : ¢’est un endomorphisme de M, (R).

3) Si A¥ £ 0, alors k est valeur propre de pp. D’aprés la question 1 :
op(AF) = AFB — BAF = A

Donc A* est un vecteur propre de pp associé a la valeur propre k, a condition que A* # 0 (un
vecteur propre est par définition non nul). D’ou le résultat.



4) 1l existe k > 0 tel que A* = 0. Supposons par I'absurde que A* # 0 pour tout k > 0. D’aprés
la question 3, tout entier k£ > 0 serait alors valeur propre de ¢p. Or ¢pp est un endomorphisme
de M,(R), espace de dimension finie n? : il posséde donc au plus n? valeurs propres distinctes.
Contradiction avec l'existence d’une infinité de valeurs propres {0,1,2,...}.

3k >1 tel que A¥ =0 : A est nilpotente.

Probléme (/9)
E = R? muni de sa base canonique e = (e, e2,e3); f € L(E) représenté dans e par
L2 14 1 32
A=-|-14 1|=|-%1 2 1
2
0 0 6 0 0 3
1°) a) A admet deux valeurs propres distinctes.
z—-1 -1 -2
xA(x) = det(zl3 — A) = det : -2 -3
0 0 =x-3

><A<a:>—<ac—3>det(ﬁ1 _2)—<x—3>[<x—1><x—2>+ﬂ-

Or (x —1)(z — 2) = 2% — 3z + 2, donc

xa(@) = (z = 3) (e — 3z +9) = (&~ 3) (z - §)°.

Ainsi A admet deux valeurs propres distinctes :

a =3 (simple), B=3 (double), a> 3.

b) Les sous-espaces propres E, et Eg sont de dimension 1. Pour o = 3 : on résout
(A —3I3)X =0, soit

2z +iy+22=0

—%x —y+ %z =0

0=0

La deuxiéme équation donne y = %5 ; en reportant dans la premiére on obtient z = 2, puis y = 0.

Donc
E, = vect(e)), el = (1,0,1),

qui est bien de dimension 1 (la multiplicité algébrique de « étant 1, on a de toute fagon 1 < dim E,, <
1).



Pour 8 = % : on résout (A — %Ig) X =0, soit

1 1 _
1 1 1, _
3, _
52«' =0
La troisiéme équation donne z = 0, puis les deux premiéres se réduisent & z = y. Donc

Eg = VeCt(BIQ)a e,2 = (1,1,0),

qui est de dimension 1 (bien que [ soit valeur propre double : la dimension géométrique est ici
strictement inférieure a la multiplicité algébrique).

2°) La famille ¢’ = (€], €, €5), avec e = e; = (1,0,0), est une base de E.
1 1 1
det(e],eh,es) =det [0 1 0| =—-1#0
1 00

(en développant par rapport a la deuxiéme ligne). La famille €’ est donc libre, et comme dim E = 3,
c’est une base de F.

3°) Matrice T de f dans la base ¢/. Comme €}, €}, sont des vecteurs propres :

fler) =3el,  feh) = 5es.

Reste a exprimer f(e5) = f(e1) = Ae; (premiére colonne de A) dans la base ¢’ :

[\S][SV)

Ae; = (1,-1,0).

On cherche (a,b,c) tel que ae) +beh +cey = (1,—1,0), c'est-a-dire

a+b+c=
:—% :>a:O,b:—%,c:%.
a=70
Donc f(e}) = —3€h + 3eb, et
30 0
r={o 1 -
o0 32

4°) Résolution du systéme différentiel

2/ () = z(t) + Sy(t) + 22(t)
(s): v/ (t) = —3(t) + 2y(t) + 32(1)
2'(t) = 3z(t)

c’est-a-dire X' = AX avec X = (z,y,2)7.



1 1 1
On pose P = (€} | ey | €es) =0 1 0] et X =PY,Y = (p,q,7)7 les coordonnées dans la
1 0 0

base /. Alors A = PTP~!, donc

soit

X'=AX <= PY'=PTP Y (PY)=PTY < Y =TV,

P =3p
¢ =3q— 3"
r' = %7‘
Résolution en cascade :
— ' =3r = r(t) :Cegt, C eR.
— ' =3p = p(t) =A%, AcR.
— ¢ =3¢ = —3r(t) = —%e%t : équation linéaire d’ordre 1 avec second membre résonant

(méme exposant % que I'équation homogene). On cherche une solution particuliére de la

forme ¢,(t) = Dtest

0|Q
2IQ

Q= Des' + 3Dt est, qp —

Dot ¢(t) = (B — $t) e2', BER.
Retour a (x,y,2) via X = PY, cest-a-direx =p+q+r,y=q, 2=p:

x(t) = Ae + <B +C - §t> et
v = (B Ge) e (4.B,0) € R,

2(t) = Ae¥

N|w

(On vérifie sans peine, en réinjectant dans (s), que ces expressions conviennent bien.)



