Chapitre 17 :

Les développements limités

L. Généralités

D

2)

3)

4)

Définition

Développements limités a 'ordre n de f au voisinage d’'un point a

Soit I un intervalle et a€ I un point de I ou une extrémité réelle de I, f désigne une
fonction définie dans I (éventuellement privé de a).

On dit que fadmet un développement limité a I'ordre n au voisinage de a s’il
existe un polynéme P de degré inférieur ou égal a n tel que pour tout x dans le
voisinage de a : f(x) = Pn(x-a) + 0a((x-a)")

C'est-a-dire : f(x) = ao + a1(x-a) + az(x-a)* + ... + an(x-a)" + 0a((x-a)")

Ou ce qui revient au méme: f(x) = ao + ai(x-a) + az(x-a)* + ... + an(x-a)"
+e(x)(x-a)ravec lim e(x) =0
x—-a

On note DLy (f) le développement correspondant.

Remarque : La changement de variable x = a+t permet de se ramener au
voisinage de |'origine.

Vocabulaire : P,(x-a) est la partie réguliére du développement limité
f(x) -Pu(x-a) est le reste du développement limité de fa I'ordre n.

Exemple : Soit f(x) = 1-x*+2x3+x3In(1+x) (définie sur ]-1 ;+oo[ )
Comme lirr(l) In (1 + x) =0, alors x3In(1+x) = o(x3)
X—

Et: f(x) = 1-x*4+2x3+ o(x3)

Remarque n°2 :
Un développement limité est une approximation locale d’'une fonction par un
polynome. L’approximation est d’autant plus précise que 'ordre du DL est élevé.

Définition
Si I est non majoré, on dit que f admet un DL a I'ordre n au voisinage de +oo, s'il
existe un polynéme P, de degré inférieur ou égal a n tel que pour toutx € I N
R**:

1 1
Onaf(x) = Pu() + 0xs00 ()

De fagon équivalente: f{x) = ay +% +% + .. +Z—Z + 0x—>oo(xin)

Formule de Taylor-Young

On suppose que fest C" sur I et que : a€l.

Alors f a un développement limité a I'ordre n au voisinage de a, et de plus pour x
dans le voisinage de a :

’ 1" (n)
) = (@) +' 2 x-a) + 52 (x — a)? + LoD (x - )" + 0u(-2)7)

Démonstration: Récurrence sur n, passage par la dérivée puis par primitivation
voir Ilc)

Propriétés
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II.

a) Unicité du DL
Si fadmet un DL a 'ordre n au voisinage de a, alors le développement limité a
une partie réguliére unique.
Démonstration : Raisonnons par l'absurde, supposons qu’il y en ait 2 avec
(ao...an)#* (by,...,bn)
Ona:yi_oaex® + o™ =¥0_obx* +o(x™)
Soit p le plus petit entier tel que a, b,
0n a:T3_p(ay — b)xk = o™
On divise par x et on obtient : a, — b, =Y} _, 1(—a, + bi)x* =o(x™P) -0
Absurde puisque a,, — b, #0

b) Conséquence de l'unicité :
Soit f une fonction admettant un développement limité au voisinage de 0,
Si f est paire, alors la partie réguliére du DL n’est constituée que de monémes
de degré pair
Si f est impaire, alors la partie réguliére du DL n’est constituée que de
mondmes de degré impair
Démonstration : On écrit le DL de f(-x) et on en déduit le résultat par unicité
du DL.
Ce corollaire n’admet pas de réciproque. Ainsi une fonction admettant un DL
au voisinage de 0 avec une partie réguliere paire (resp. impaire), n’a aucune
raison d’étre paire (resp. impaire), en effet la fonction « se cachant » derriere
le o(x™) n’a aucune parité a priori.

Obtention de DL

Tous les théorémes évoqués dans ce paragraphe sont énoncés a l'origine, les
résultats se généralisent par changement de variable du type x=a+t pour un DL au

. 1 .
voisinage de a#0 et un changement du type X=_au voisinage de +oo

1) Théoreme dit de « troncature »

Soit n et p deux entiers naturels tels que p<n

Si fadmet un DLa(0) de la forme f{x) = ap + aix + azx°+...+anx" +o(x")
Alors f admet un DL(0) de la forme : f{x) = ap + aix + azx*+...4+apx? +o(xv)

2)

Démonstration : Evidente !

Propriétés
Soit : f(x) = Pu(x) + o(xn) et g(x) = Qu(x) + o(x"), avec P, et Q, deux polynémes
de degré inférieur ou égal a n.

a)

Opérations algébriques sur les DL
Soit (a, B) € R?, alors (af+ Bg)(x) = (a Pn + f Qu)(X)+ o(x™)

Ona: (fxg)(x)= Ru(x) + o(x"), ot R, est le polynéme P,X Q, tronqué a
I'ordre n.

Remarque : Si f ne s’annule pas dans un voisinage de 0, alors son inverse
admet un DL,(0) (obtenu comme une composée)
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b)

Démonstration :
Soit f(x) = P(x) + x"e1 (x) et g(x) = Q(x) + x"¢, (x) aveclin}) g(x) =
X—

lirré &Hx) =0
X—
Alors : f(x)g(x) = P(x)Q(x)+x"(P(x)ez (x) + Q(x) €1(x))
Or P et Q sont polynomiales donc continues donc bornées au voisinage de 0
Etlirré P(x)ey(x) +Q(x) g1 (x) =0

X—

Dou : f(x)g(x) = P(x)Q(x)+o0(x")
Il suffit alors de prendre R(x) la troncature de P(x)Q(x) a I'ordre n...

Exemple : Poursuivre les calculs suivants :
#(1+t+o(t)) (2+3t+4t%+0(t?))

#(1+t) ((2+3t+4t%+0(t?))
#t((2+3t+4t%+o(t%))

Pour les quotients...
1 L .
#De la forme : P (théoreme admis)

Soit u une fonction telle que : lirr(l) u(x) =0,siuadmetun DL al’'ordrenen 0,
X—

1
1-u(x)
celle du développement a I'ordre n en 0 de x— Y7, (u(x))*

alors : x— admet un DL a I'ordre n en 0, dont la partie réguliere est

#De la formeg

Soient f et g deux fonctions admettant chacune un DL al'ordrenen 0,siga

une limite non nulle en 0, alors § admetun DL al'ordren en 0

Démonstration :
Ona :5 =£ X w5 et on applique le résultat précédent...
L
Exemple :
Déterminer le DL al'ordre 3 en 0 de x— Tror
1 1 1 1 1,1, x x?
O = i Er o0 2 P Prony 272027 %~
1+1+x+7+?+0(x ) 1—(—E—T—E+o(x ))

3 2 3 2 3
x” 3yl _X_* _ X 3yy2 y Le_X_ X x 3133
12+0(x ))+2( 2 4 12+O(X )) +2( 2 4 12+0(x ))

1 1 x x2 x% [ x%2  x3 3 x  x3 3
e 2 4 s et e et o) T T o)

Remarque: Une autre technique appelée “division par puissances
croissantes » permet d’obtenir le DL sous réserve que le dénominateur ne
s‘annule pas en 0. Mais cette technique est HP, elle sera juste vue en exercice.

Composée

Soit g une fonction définie sur un intervalle I et admettant un DL a 'ordre n
au voisinage d'un point a de L.

Soit f une fonction définie sur g(I) et admettant un DL a I'ordre n au voisinage
du pointg(a) de L.

Alors fog admet un DL a I'ordre n au voisinage du point a
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d)

Et: (fog)(x) = Ra(x) + o(x"), ou R, est le polyndme P,o Q. tronqué a I'ordre n.
Attention : Ne pas confondre P,Xx Qn et Pho Qn

Etude d'un exemple : Déterminer le DL a 'ordre 4 de x—In(1+sin(x))
2 3 4
On écritle DL de In : In(1+u) = u-u? + u? - uT + o(u*)

3
Puis celui de sin(x) = x - % + o(x*)
On pose u = sin(x), et on vérifie bien que u tende vers 0

: N S VO S ST SPNRE S B AN A" 4
Ona:In(1+u) =x . 2(X 6) +3(X 6) 4(x 6) +o(x")
O ST AL A oy X X X 4
On poursuit: = x - - —+—+ = 4+o(x)—x >t 12+o(x)
Primitive
On suppose f continue dans I, soit F une primitive de f sur I alors :
F(x) = F(0) + [; Pp()dt + o(xn+1)

Démonstration: On part du DL de la dérivée, on l'intégre et on utilise I'unicité
duDL...

Exemple : Déterminer le DL en O de Arctan a I'ordre 4

. ) 1
On sait que Arctan’(x) = i
1 1

T _ _ o2
Formons le DL en 0 al'ordre 3 de rEwe il 14+(-x*)+o(x3)

Et:— 5
1+x

Arctan(x) = Arctan(0) + x—lgx3+o(x4) = x—%x3+o(x4)

= 1-x*+ o(x3), d’ou:

DL d’une fonction dérivée
On suppose f dérivable dans |, s’il existe, le DL,.1(0) de f’ est donné par f’(x)
= Py’(x) + o(x»1) avec Pn(x) correspondant au DL,(0) de f.

Attention : Si une fonction £ dérivable, admet un DL a l'ordre n au voisinage
de a, sa dérivée n’admet pas nécessairement un DL 3 I'ordre n-1.
Cependant, si on sait que f’admet un DL 4 I'ordre n-1 alors sa partie
réguliére correspondra a la dérivée de la partie réguliére du DL de £,

DL d’une fonction réciproque
Si une fonction f admet une réciproque g, comment, sous réserve d’existence,
obtenir I'existence du DL de g ?

Etude d’un exemple : Soit f définie par f(x) = (1+x*)In(1+x)

Montrer que f réalise une bijection de ]-1,400[ sur un ensemble a définir.

Soit g la réciproque de f, écrire le DL a I'ordre 3 de g(f(x)) en fonction de celui
deg

En exploitant I'expression de g(f(x)), en déduire le DL de g a 'ordre 3.
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[1L. Applications des DL...
1) Signe
Si fposséde un DL a 'ordre n en 0 de la forme : Y7, agx® + o(x™)
Si p désigne le plus petit entier tel que a,#0
Alors : f(x)~oa,xP etsif est réelle, f(x) est du méme signe au voisinage de 0 que
a,x?

Démonstration : On a f(x) = apX? + Yj—p11 apx® +o(x™)

Donc f(x) = apx? + 0(xP) = apx? + o(a,xP) car ay+0 donc f(x)~ya,xP

On renvoie au chapitre sur les relations de comparaison pour en déduire que les
deux expressions ont le méme signe.

2) DLalordre0
Une fonction f admet un DL en 0 a ’'ordre 0 si et seulement si elle admet une
limite finie en 0
Si on note }Ci_r)r(l) f(x) =L, alors f(x) = L+0(1)

Démonstration : Il suffit de posers(x) = f{x) - L

3) DLalordre1
Soit f une fonction définie en 0
Ona: [f dérivable en 0] &[fadmetun DL al’ordre 1 en 0]
Ce DL estalors : f(x) = f(0) + f(0)x + o(x)

Démonstration :
Sifadmet un DL a I'ordre 1 en 0, alors : f(x)=£(0) + aix+o(x)
Doncf(x)_f(o) = alxzo(x) =ay; + o(1)—a;s donc fest dérivable et f (0) = a;

x—-0

Réciproquement :
Si fest dérivable en 0, a]ors%_g(o) — £0) dou .'% =£f10) +o0(1)

X

Soit : f(x) = {(0) + xf (0)+x0(1) = {(0) + xt (0)+0(x)

Remarques :
On peut trouver des fonctions admettant des DL a I'ordre n>1 et n’étant pas n
fois dérivable.

Exemple :

3 (1) o
Soit la fonction f définie par : {x sin (x) stx #0

Osix=20
Alors f(x) = 0+0x+0x*+x3 sin G) or x sin G) - 0 donc x3 sin G) =o(x%)

Ainsi f admet un DL a I'ordre 2 mais n’est pas deux fois dérivables.
4) Recherche d’extrema
Etude d’un exercice : Soit f une fonction de classe C*(I,R)
On suppose qu'il existe xotel que : f’(x0) = 0 et f”(X0) #0
Montrer alors que si f”(x0)< 0, alors f posséde un maximum local en x, et un
minimum local dans le cas contraire.
5) Etude des branches infinies
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WA

On dit que la courbe représentative C¢ de f posséde une branche infinie lorsque
lim f(x) = 4o

X—>00

Dans ce cas, plusieurs possibilités se présentent :

#Si lim 2 = 0, on dit que Cfadmet une branche parabolique horizontale.

X—00

Exemple : f(x) = vx

#Si lim 22 = + o, on dit que Cradmet une branche parabolique verticale

x—oo X

Exemple : f(x) = x*

#Si 1im% = a ol a€ R*,

X—00
#Si lim (f(x) — ax) = too, on dit que Cradmet une
X—00
branche parabolique oblique d’équation y=ax
Exemple : f(x) = 2x+x

#Si lim (f(x) — ax) = b avec b € R, on dit que Cradmet
X—00

une asymptote oblique d’équation y=ax+b

Exemple : f(x) =2x-3+ex

Le signe de f(x)-(ax+b) donne les positions relatives de Ct

et de 'asymptote.

Exercice : Soit f(x) = /xx_jl

a) Montrer que f(X)~ X
b) Puis que f(x) :X+% +83—x + 0(%) (on posera uzi mais pas trop vite...)

¢) En déduire I'existence d’'une asymptote oblique a la courbe représentative et
sa position.

Catalogue des développements limités classiques :

Soit o € R.
22 28 s ;
o exp(e) 5 ltz+ o+ gr e o+ ola”).
a? | at i 2n
o Ch($)31+i+ﬁ+"'+(zn)!‘“’(x ).
72 2 p2ntl
« sh = — — coc - 2n+1.
hE gttt Ty )
1‘2 14 nIQn 2n
. COS(I)Hl_E+E+"'+(_1) _(Qn)!+D(I )
3 o p2ntl 5
i P S T iy n+1
s Grogrt gt G gt
-1 =1} (a-—2) . -1... (- 1
- (1+$)ﬂ=1+{11:+a(a )I2+Ct((1 ')(Ct )_Tj_’_____,’_a(a ) (Q n+ )In+o(1:n)-
g 2! 3! n!
u 2, .3 n n
. =14+z+2°+2°+---+2" +o(z").
1L —p [
. b =1—z+2*—2®+---+ (-1)"z" + o(z")
l+z 0 :
In(l-z)=-z & En-‘-a(x”)
o 2 n :

x? o Z" n
-1n(1+z)?z—?+---+(—l) ?-ﬁ-a(:r; Ik
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