Probabilités sur un univers fini, sur un univers dénombrable

Une expérience aléatoire est un procédé donnant des résultats dépendant du hasard ou pouvant
sy assimiler. L’ensemble des résultats possibles est appelé 'univers et se note {).

Dans le secondaire, les probabilités ont été étudié lorsque  était un ensemble fini. Nous allons
généraliser avec entre autres, () dénombrable.

L Univers fini
1) Univers et événements
a) Définition :
Un univers fini est un ensemble fini non vide, noté en général ().
Un élément we () est appelé une éventualité ou une issue.

b) Définition
Toute partie de () est appelée événement
L'ensemble () est appelé événement certain
L'ensemble vide est appelé événement impossible
Un singleton {w} avec w€ () est appelé événement élémentaire.

Remarque : Lensemble des événements est donc P((2)

c) Définition
Le complémentaire d’'un événement A, noté 4, est appelé événement
contraire de A.
Deux événements A et B disjoints (c’est-a-dire tels que ANB=@) sont dits
incompatibles.

d) Systeme complet d’événements
On appelle systéme complet d’événements de Q toute famille d’événements A;

telle que :
-V(i,j) € [1,n],aveci # j,AiNA; =0
Ui 4 =0

2) Variable aléatoire (HP)
Une variable aléatoire sur un univers Q est une application définie sur Q a
valeurs dans un ensemble E

Remarque : Une variable aléatoire n’est donc ni une variable (car c’est une
application) ni aléatoire.

Une variable aléatoire est dite réelle si elle est a valeurs dans R et complexe si
elle est a valeurs dans C.

3) Espace probabilisé sur un univers fini
a) Définition
Soit  un univers fini.
On appelle probabilité sur Q toute application P de P(Q) dans [0,1] vérifiant :
#P(Q)=1
#Pour tout événements A et B incompatibles, P(AUB)=P(A)+P(B)
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b) Espace probabilisé
Un espace probabilisé fini est un couple (,P) ou Q est un univers fini et P une
probabilité sur Q.

c¢) Théoréme

Soit A et B deux événements de ({},P) :
P(@)=0

P(A) = 1-P(A)

Si AcB alors P(A)<P(B)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

d) Additivité finie
Pour toute famille (Ay,...,An) d’événements deux a deux incompatibles de (Q,P),
alors: P(A{ U..UA,) =Y ", P(4)

Exercice : Soit A,B et C trois événements d'un espace probabilisé fini, déterminer
P(AUBUC)

e) Inégalité de Boole :

Soit (Ajy,...,An) une famille finie d’événements de (Q,P), alors: P(4; U ..U A4,) <
Iy P(4)
=1 L

f) Proposition
Soit (Ay,...,An) un systeme complet d’événements de (Q,P), alors Y.j-; P(4;)=1

De plus, pour tout événement B : P(B) =Y/, P(B N 4;)

g) Détermination d'une probabilité par les images des événements élémentaires
-Distribution
Une distribution de probabilités sur un ensemble fini E est une famille
d’éléments de R* indexée par E et de somme 1.

-Théoréme

Soit  un univers fini

Si P est une probabilité sur (), alors P(w) avec we () est une distribution de
probabilités sur Q.

Réciproquement, si p,, avec we () est une distribution de probabilités sur Q,
alors il existe une unique probabilité P sur () telle que P({w})=p,, pour tout
we Q.

Pour tout événement A, P(A) = X yea Pw

h) Théoreme :
Sur tout univers fini , il existe une unique probabilité P prenant la méme
valeur sur tous les événements élémentaires.

Pour tout we Q, ona: P({w})=

1
card(Q)
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card(A)
card(Q)

Pour tout événement A, on a P(A) =

4) Loi d’'une variable aléatoire
Notation : On utilise a présent I'allégement : P(X=x) a la place de P({X=x})

a) Théoréeme

Si X est une variable aléatoire sur (€}, P) alors I'application :

P(X(©Q))—[0,1], A=>P(X€A) est une probabilité sur X(Q) appelée loi de X et notée
Px

b) Proposition

La loi d’'une variable aléatoire X sur (Q, P) est déterminée de maniére unique par
la distribution de probabilités P(X = x),ex(q)

Plus précisément : Px(A) = Yxca P(X = x)

Notation : On note X~Y la relation Px = Py, ce qui équivaut a X(Q)=Y(Q) et Vx €
X(Q), PX=x)=P(Y=x)

5) Lois usuelles
a) Loiuniforme

Soit E un ensemble fini non vide, on dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi
1

card(E)

uniforme sur E, si X esta valeurs dans E et : Vx € E, P(X=x) =

On note X~U(E)

Exemple :
Une urne contient n boules numérotées de 1 a n, on en prend une au hasard, et
'on note X le numéro de la boule tirée. Alors X X~U([1,n])

b) Loi de Bernoulli
Soit p€]0,1[, on dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p si elle est a
valeurs dans {0,1} et P(X=1)=p

On note X~B(p)

Exemple :

Toute épreuve a deux issues peut étre représenté par une loi de Bernoulli, a
conditions de noter 0 et 1 les deux issues possibles.

¢) Loibinomiale

Soit p€]0,1], et n un entier non nul, on dit que la variable aléatoire X suit la loi
binomiale de parametres (n,p) si X est a valeurs dans [0,n] et Vk € [0, n],

PX=K)=(})p* (1 —p)**
On note X~B(n,p)

Exemple :
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On lance n fois une piéce équilibrée et 'on considere la variable aléatoire X égale

au nombre de piles obtenu. La variable X suit la loi binomiale de paramétres (n,z)

d) Loigéométrique
Définition
Soit p€]0,1], la variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramétre p
lorsque : P(X=0)=0 et Vk € N*, P(X=k) = p(1-p)k!

Notation : X-G(p)

Théoréme

Si X>G(p) alors : Son espérance est E(X) = %, Sa variance est: V(X) = 1;21)

e) Loide Poisson
Définition
Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parameétre A lorsque : Vn €

n
N, P(X=n) = e * 2

n!
Notation : X< P(1)

Théoréme
Si X& P(A) alors : Son espérance est : A et Sa variance est : 1

IL Univers dénombrable
1) Tribu
a) Définition
On appelle tribu sur Q, une partie t de P(Q) (parties de Q) telle que :
-QEeT
-si A€ t,alorscA=QO\A € 1
-pour toute suite A€ T, alors UF2, 4, € T

b) Propriétés
Soit T une tribu alors : @ € T, une intersection finie ou dénombrable

d’éléments de t est dans .

Démonstration :
Il suffit de reprendre I'axiomatique des tribus.

Exemples:
Pour toute partie A de Q: {Q,A, <A, @} est une tribu

L'ensemble des parties de (), noté P(Q) est une tribu sur (), appelée tribu
discrete.

c) Définition
Un couple (2, T) avec T une tribu sur Q s’appelle espace probabilisable.
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2) Probabilité
Une probabilité sur (£, t) est une application sur Q, a valeurs positives, qui
vérifie :
P =1
Pour toute suite Ay€ T, d'événements deux a deux incompatibles, alors
P(UAZ An) = $5% P(Ar)

Le triplet: (Q, T, P) s’appelle espace probabilisé.

3) Propriétés des probabilités
Soit P une probabilité sur (Q, T) alors:
P(@)=0
P(<A) = 1-P(A)
P est a valeurs dans [0,1]
Pour toute famille finie ou dénombrable d’événements deux a deux incompatibles
(Ap)ier, la famille P((4;));¢e; vérifie : P(Llie; A)=Xer P(A:)
Si AcB alors P(A)<P(B)
P(B\A) = P(B)-P(A)
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)

Démonstrations:

Soit la suite d’événements A,=0@, alors les événements sont deux a deux
incompatibles, donc P(U;:%) A,) = X425, P(Ay), or si la série de terme constant
P(A,,) converge alors c’est que P(A4,,) = 0 donc P(@)=0

Ona:P(cAUA)=P(Q2)=1 or A et A incompatibles donc P(cAUA)= P(<A) +
P(A)=1

Par définition P est a valeurs positives, de plus P(cA) = 1-P(A)= 0 donc P(A)<1

Si AcB alors B est la réunion des événements incompatibles A et B\A donc
P(B)=P(A)+P(B\A)

P(AUB) = P(A)+P(B\A) et P(B)=P(AN B)+ P(B\A) d’out P(B\A)= P(B)-P(AN B)

4) Théoreme de continuité croissante
Si (An) est une suite croissante d’événements (au sens de l'inclusion) alors
lim P(4,) = P(UsZp4n)
n—-+co

De méme, si (An) est une suite décroissante d’événements (au sens de I'inclusion)
alors lirP P(4,) =P(N:S A
n—->+0oo

Démonstration :

On pose A.1=0 et Bh=An\An1

On montre que An=U}_, By et Ug-o Ax = Ui=o Bk

De plus, les événements B, sont incompatibles, donc

P(U%Z An)=P(Ugzo Bi)=Lizo P(Bi)= lim Tt_o P(By) or Tio P(Bi)= P(Ar)

5) Indépendance
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Deux événements A et B sont indépendants si P(ANB) = P(A)P(B)
Remarque : Si A et B sont indépendants, il en va de méme de A avec B, etc.

Soit (4, ne; une suite d’événements, on dit qu’ils sont mutuellement
indépendants si pour tout partie finie Jde I, ona: P(N;¢; 4;) = [Ie; P(4))

6) Probabilité conditionnelle.

Soient A et B deux événements avec P(B)>0, le réel P(A|B) = PUANE) o

P S appelle la

probabilité de A sachant que B a été réalisé.

Inversion des conditionnements :

Soient A et B deux événements tels que P(A)>0 et P(B)>0 alors, P(A|B) =
P(A)P(B|A)
P(B)

7) Formule des probabilités composées
Soit (Ay)ner une famille d’événements tels que P(A1N..NA,)#0
Alors : P(A1n_,,nAn) = P(Al)P(AzlAl)X XP(An)P(An | A1n__,nAn.1)

Une suite (4,),¢; d’événements s’appelle un systéme complet d’événements
lorsque si n#p, AxN A, = @,vn €1, A,, # @ etsilaréunion des A, est égale a Q.

Démonstration :
Par récurrence sur n.

8) Formule des probabilités totales :
Soit (A;,)ner un systéeme complet d’événements alors pour tout événement B, on
a:P(B) =345 P(B N 4,)

Démonstration :
B= (A1N B) U_U (AN B) or les événements étant incompatibles...

9) Formule de Bayes
Soit I un ensemble fini d’'indices ou dénombrable, (4,,),c; un systéme complet
d’événements avec pour tout n, P(A;)>0

. _  P(Ap)P(B|Ay)
Alors : P(Aw[B) = 5 =% o b3 1ap

Démonstration :
1l suffit de vérifier que P(Ax|B) Yie; P(A4;)P(B|A;) = P(Ax)P(B|Ay)

II. Espérance, variance
1) Espérance d’une variable aléatoire discrete
a) Définition
La variable aléatoire réelle discréete X a valeurs dans un ensemble fini ou
dénombrable {x,, n € I} est dite d’espérance finie lorsque la famille
(x, P(X = x,) ne; est sommable, si tel est le cas, on appelle espérance de X le
réel : EX) = Yner xnP(X = xp)
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Remarque : On dit que la variable X est centrée si E(X)=0

Exemple :

-Justifier que pn = correspond a une distribution de probabilités sur N*

n(n+1)
-Admet-elle une espérance finie ?

b) Théoréme
Si X est a valeurs dans N, alors E(X) = Y12, P(X = n)

Démonstration :
Utiliser le faitque P(X =n)=P(X =2n)-PX =2n+1)

¢) Théoreme du transfert (théoréme admis)
Si X est une variable aléatoire et f une application a valeurs réelles définie sur
X(Q2) de X, alors f(X) est d’espérance finie si et seulement si, la série
Yinso P(X = x,)f(x,) converge absolument.

Dans ce cas : E(f(X)) = Y0 P(X = x,)f(x,)

d) Théoréme
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discretes.
Ona:Va e R E(aX+Y) = aE(X) + E(Y).Si X>0, alors E(X) =0

Démonstration :
On applique la formule de transferta X eta f :x— ax
On applique la formule de transferta (X,Y) etaf:x—> x +y

E(X) = Y1 xn P(X = x,,) donc si X=0, alors E(X) =0

e) Théoréme
Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes, alors

E(XY)=ECOE(Y)

Démonstration

Comme X et Y sont indépendantes : P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y)

D’apres le théoreme de transfert XY est d’espérance finie si et seulement si xy
P(X=x)P(Y=y) est sommable.

Or xP(X=x) et yP(Y=y) sont sommables et Y., y)ex(q)xr(q) Xy PX = x)P(Y =

Y) = Cxex@)XPX =) (Xyr) YPY =y))

2) Variance
a) Théoreme de Koenig-Huyghens
Si la variable aléatoire X* est d’espérance finie, alors X est elle-méme
d’espérance finie.

Si X? est d’espérance finie, alors : V(X) = E(X*)-E(X)?
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L'écart-type de X est noté o(X) = /V(X)

Démonstration :

De facon générale, si X? et Y2 sont d’espérance finie alors XY est également
d’espérance finie.

En effet : (X|-|Y])* 20 d'ott : [XY|< 3 (X% + ¥2)

Ainsi pour Y=1,0na: |X|< %(X2 +1)

b) Théoréme
Ona:V(a,b) € R%,V(aX + b) = a*V(X)

Démonstration:
Ona:V(a,b) € R?,V(aX + b)=E((aX+b)?)-(E(aX+b))?=E(a’X*+2abX+b?)-
(aE(X)+b)? = aE(X?)+2abE(X)+b?-a?E(X)2-2abE(X)-b? = a*V(X)

Remarque : Une variable aléatoire admettant une variance est centrée réduite
lorsque EX) =0etV(X) =1
Par exemple : Si V(X)+#0, X)

X—-E , , .
( est centrée réduite.
a(X)
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