Feuille d’exercices sur intégrales généralisées
Exercice n°0
Résumer sur un schéma les liens entre « fonction intégrable » et « intégrales convergentes »

Quelle est la grande méthode a employer pour démontrer la convergence d’une intégrale pour
une fonction non intégrable ?

Exercice n°1

: In (¢ N . . s
Soitl = f:w tr;fa)z dt ou a désigne un réel strictement positif.

1) Montrer que I est une intégrale convergente.
2
2) ATlaide du changement de variable t=a?, trouver une relation vérifiée par I, et

déterminer .
Exercice n°2

1) Alaide d'un changement de variable, montrer que les intégrales généralisées
T _[twe™ A
a=[; e “dtetb=[ —du sont de méme nature.
2) Etablir la convergence de 'une d’entre-elles, établir une relation entre aetb

3) Montrer que a:f_ooo e t'dt

Exercice n°3

T int
1) Montrer que l'intégrale | = f0+°o % dt est convergente.

2) Montrer que pour tout réel positif t, [sin(t)|> sin’t = %(1 — cos(2t))

COSZEZt) dt converge.

4) Montrer que [ n’est pas absolument convergente.
sin (t)

5) Lafonction t— — est-elle intégrable sur R** ?

3) Montrer que f1+°°

Exercice n°4

Les 2 questions sont indépendantes :
1) Montrer que la fonction f{x) = (2i — %)ei"2 n’est pas intégrable sur [m; +oo[.

.1y
Montrer que f:(Zl — F)e”‘2 dx est convergente.

2) Pour tout entier naturel n, on pose I, = f01 In(1+t")dt
a) Déterminer lim I,
n—-+oo
1
b) ATlaide du changement de variable [t=un], déterminer un équivalent de I,, (on

I'exprimera sous forme intégrale)

Exercice n°5

+oo 1
e

Montrer que I'intégrale [ iy dt est convergente et préciser sa valeur.
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Exercice n°6

Soit f{x) = In(sin(x)) et g(x) = In(cos(x))

a) Montrer que fetgsont intégrables sur ]0%[

b) Onposel= [2f et]= [2 g, en considérant [+], calculer I et].

Exercice n°7
ye , + oo 2
Montrer que l'intégrale fo cos(t* + t) dt converge

Exercice n°8

On considere les intégrales suivantes :
1 dt 1 tdt 1 t%dt
11_f Izzf —etI3=f

—Jo Ji-¢? 0 /i 0 /i
1) Justifier I'existence de I, I et I3
2) Calculerlietl;
3) Calculer I3 aI'aide de la fonction u—sin(u)

Exercice n°9 (oraux de concours)

N.B. : les deur questions sont indépendantes.

i

. [ . . P
1. La fonction & — —— est-elle intégrable sur |2, +o00|7
rt—4
2. Soit a un réel strictement positif.
Inx
La fonction o — ﬁ est-elle intégrable sur |0, +o00| 7
T 2% :

Exercice n°10 (oraux de concours)
1. Calculer

X
1
F(x) :f —_—dt
1 VR 41

ATaide du changement de variable u = VtZ + 1
2. Montrer avec les régles de Riemann que

+coo 1
I= J —dt
1 WP+ 1
Converge.
3. Calculer

+oo 1
I= —dt
L tEZ 4+ 1
Exercice n°11 (oral Ecricome)

+00 +o0o
On pose I = f e~ " dx et pour tout entier naturel n non nul, I, = f x"e " dx.
1 1

1
1. Montrer que I est une intégrale convergente égale a —.
e

2. Al'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout réel M > 1,

M . J‘drn-rl 1 M
e tdt=———+ -+ (n+1)x"e *dx.
1 eM e i

3. En raisonnant par récurrence et a I'aide des questions précédentes, montrer que pour
tout entier naturel n, 'intégrale I; converge.

1
4. Montrer que pour toutentier n€ M, Inps1=—+(n+1) 1.
e

5. Calculer I, pour n€ {1,2,3}.
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Exercice n°12 (oraux de concours)

Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que

1 a b c

Vxzl, ———=—+—-+ .
= ¥1l+x)2 x 1+x (1+x)?

+00 1
En déduire I'existence et la valeur de I'intégrale généralisée f —dx.
1 x(l+x)?

Exercice n°13 (écrits concours)

Etude de la fonction I' o
On rappelle que I'intégrale e T dt est convergente et :
—0o0
+oo 2
/ e T dt =27
S —oo

“+oo 9
N _2
1. Montrer que l'intégrale / e~ 7 df est convergente, et calculer sa va-
0

leur.

2. a) Déterminer, pour tout réel =, la valeur de lim ¢**le™".
t—+oo

+oo
b) En déduire la convergence de l'intégrale f t*~le™t dt, pour tout
1
réel .

1
¢) Déterminer les valeurs du réel = pour lesquelles I'intégrale / t*te t dt
0
est convergente.

d) En déduire que la fonction Gamma d’Euler :
+oo
I':z 0—}f t*~le™t dt
0

est définie sur |0, 4+o0[.
3. a) Calculer I'(1).

b) Etablir une relation entre I'(x) et I'(z + 1), pour tout réel strictement
postif . En déduire la valeur de I'(n), pour tout n € N*.

+0oo 2
¢) Démontrer : I' (%) = ﬁ/ e~ T du.
0

e 2p+1Y) _ (2p)!
En déduire : ¥p € N, F( 3 )_QZPp!ﬁ'
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