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Feuille d’exercices sur calcul différentiel 

Exercice n°1 

1) Montrer que les ensembles suivants sont des ouverts de ℝ² : 

a) ℝ²        𝑏) ]0,1[²     c) ℝ² \{(0,0)} 

2) a) Soit f : ℝ² →  ℝ, une fonction continue, et soit U un ouvert de ℝ, montrer que f -1(U) 

est un ouvert de ℝ². 

b) Montrer que {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 , 𝑦 > cos (𝑥)} est un ouvert de ℝ²  

Exercice n°2 

Les deux questions sont indépendantes : 

1) Soit I un ensemble quelconque et (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’ouverts de ℝ² , montrer que 

⋃ 𝑈𝑖𝑖∈𝐼  est un ouvert de ℝ² 

2) Soit : U et V deux ouverts de ℝ², montrer que U∩V est un ouvert de ℝ² 

Exercice n°3  

 

Exercice n°4 

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes : 

Soit f : ℝ × ℝ+∗ → ℝ, (x,y) →
𝑥

𝑦
, g : ℝ2 → ℝ, (𝑥, 𝑦) → 𝑒−𝑥sin (𝑥2 + 𝑦2) 

Exercice n°5 

Soit N : ℝ2 → ℝ, (𝑥, 𝑦) →N(x,y)=√𝑥2 + 𝑦² n’admet pas de dérivées partielles en  (0,0) mais que 

sa restriction à ℝ² \{(0,0)} est de classe 𝐶1. Préciser ses dérivées partielles. 

Exercice n°6 

Soit f∈ 𝐶1(ℝ2, ℝ), montrer que la fonction : 𝜃: 𝑡 → 𝑓(𝑡2, 𝑡3) est de classe 𝐶1, et calculer sa 

dérivée. 

Exercice n°7 

Soit f : ℝ2 → ℝ, (x,y) → {

𝑥²𝑦

𝑥4+𝑦2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) = (0,0)
  

1) Montrer que la fonction f admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) 

2) Montrer que la fonction f n’est pas continue en (0,0) 
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Exercice n°8 

Soit f∈ 𝐶1(ℝ2, ℝ), montrer que 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 = 0 si et seulement si on peut trouver une fonction h ∈

𝐶1(ℝ, ℝ) telle que ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², f(x,y)=h(x) 

Exercice n°9 (oraux MP CCINP 2022) 

 

Exercice n°10 

Soit f∈ 𝐶1(ℝ2, ℝ), montrer que f vérifie : 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏) − 2

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) = 0 si et seulement si on peut 

trouver une fonction h ∈ 𝐶1(ℝ, ℝ) telle que ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², f(x,y)=h(
2x−y

3
) 

Ind : On posera x=u+v et y=u-2v et on pourra utiliser la fonction g : (u,v) →f(u+v,u-2v) 

Exercice n°11 

Montrer l’existence en (0,0) des fonctions suivantes : 

a) 
𝑥2𝑦

𝑥2+𝑦²
 

b) 
𝑥5𝑦3

𝑥6+𝑦4 (Ind. On posera X=x3 et Y=y², puis on passera en coordonnées polaires) 

Exercice n°12 

Soit f : ℝ² → ℝ, (x,y) → {
𝑥3

𝑥2+𝑦²
 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 

1) Etudier la continuité de f 

2) Etudier l’existence et la continuité des dérivées partielles 

Exercice n°13 Soit f: ℝ² → ℝ, (x,y) → {
𝑥𝑦3

𝑥2+𝑦²
𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0 𝑠𝑖 (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 

1) Montrer que f est C1 sur ℝ² 

2) Montrer que f admet des dérivées partielles : 
𝜕²𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 et 

𝜕²𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
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3) Montrer que 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0,0) ≠ 

𝜕²𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0,0) 

Exercice n°14 (d’après CCP) 

 

Exercice n°15 

Soit la fonction f : ℝ² → ℝ, (x,y) → 𝑥2 + (𝑥 + 𝑦 − 1)2 + 𝑦² 

1) Montrer que f∈ 𝐶1(ℝ2, ℝ) 

2) Déterminer les points critiques de f 

3) Montrer que f admet un minimum local 

4) Ce minimum est-il global ? 

5) Peut-on dire que f admette un maximum global ? 

 

Exercice n°16 

Soit la fonction f : ℝ² → ℝ, (x,y) → 𝑥2𝑦 + ln (1 + 𝑦2) 

1) Montrer que f∈ 𝐶1(ℝ2, ℝ) 

2) Déterminer les points critiques de f 

3) En étudiant les signes de f(x,-x3) et f(0,y), montrer que f n’a pas de minimum local en 

(0,0) 

4) En étudiant la limite en +∞ de f(0,y), que peut-on conclure ? 

5) En étudiant la limite en -∞ de f(1,y), que peut-on conclure ? 

 

Exercice n°17 

Soit f: ℝ2\ {0,0}  → ℝ, (x,y) →
𝑥4+𝑦4

𝑥2+𝑦²
 . Montrer que f admet un prolongement C1 sur ℝ² 

 

Exercice n°18 

Donner les extrema globaux et locaux de : f : ℝ² → ℝ, (x,y) →-2x3+3x²+y² 
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Exercice n°19 

Soit f : ℝ² → ℝ, 𝐶1 telle que : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², f(x,y)=f(y,x), quelle relation a-t-on entre les dérivées 

partielles de f ? 

Exercice n°20 

Soit f : ℝ² → ℝ, 𝐶1 telle que : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², 
𝜕²𝑓

𝜕𝑥²
(x,y) + 

𝜕²𝑓

𝜕𝑦²
(x,y) = 0 

On pose g(r,t) = f(rcos(t),rsin(t)) 

1) Calculer 
𝜕𝑔

𝜕𝑟
 en fonction des dérivées partielles de f 

2) Même question avec 
𝜕²𝑔

𝜕𝑟²
 

3) Déterminer une relation entre 
𝜕

𝜕𝑟
(r

𝜕𝑔

𝜕𝑟
) et 

𝜕²𝑔

𝜕𝑡²
 

Exercice n°21 

Soit f la fonction de ℝ² dans ℝ définie par : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 sin (
𝑦

𝑥
) 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 0 et f(0,y)=0 

1) Etudier la continuité de f sur ℝ2 

2) Est-ce que f admet des dérivées partielles sur ℝ2 ? 

3) Est-ce que f est 𝐶1 sur ℝ2 ? 

4) Calculer 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(0,0) et 

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(0,0) 

Exercice n°22 

On s’intéresse aux fonctions f définies de ℝ² sur ℝ, de classe 𝐶1, vérifiant : 

 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², 2
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)- 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 0 

1) Soit f une fonction de classe 𝐶1 de ℝ² sur ℝ, on pose u=x+y, v=x+2y 

On définit enfin la fonction g par : g(u,v) = g(x+y,x+2y) = f(x,y) 

Etudier la dérivabilité de g sur ℝ² 

2) Exprimer 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) et 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) en fonction de u, de v et des dérivées partielles de g. 

3) En déduire l’ensemble des fonctions f qui satisfont aux conditions de l’énoncé. 

Exercice n°23 

Soit f la fonction définie sur ℝ² par f(x,y) = 𝑥𝑒𝑥(𝑦2+1) 

1) Justifier que f soit 𝐶1 sur ℝ² 

2) Déterminer les dérivées partielles de f. 

3) En déduire que le seul point critique de f est A(-1,0) 

4) Montrer que : ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², f(x,y)≥ 𝑥𝑒𝑥 

5) En étudiant la fonction g définie par g(x) = 𝑥𝑒𝑥, conclure que le point A correspond à un 

extremum global de f sur ℝ² 


